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m 리 말 


위대한 령도자 김정일대원수님께서는 다옴과 같이 말씀하시였다. 

«수학은 모든 자연파학으 I 기초로 될뿐아니라 사히현상을 연구 
하는데서도 중요한 수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것은 자 
라나는 새 세대들의 파학적인 AEI 능력을 키위주는데 AH 중요한 으 I 
의룔 가접니다.» 

수학은 물러학, 천문학, 화학, 생물학을 비롯한 자연과학외 모 
든 분야와 밀접한 관계가 있으며 인구통계와 환경보호, 경게관리 
등 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 된다. 

수학과 물러학파의 관계 만 놓고보아도 16—17 세 기 도함수와 
적분범외 도입은 뉴론의 법칙, 끝통의 범칙, 만유인력외 법칙 등 
물러 학외 중요한 법 칙 들을 정 식 화하고 응용하는데 적 곡 이 바지 하였 
으며 아르키메데스가 지 레대의 원리를 발견한 때 로부터 2 000여년 
동안 거 의 정 지 상태 에 있 던 물러학외 발견을 크게 자극하였 다. 

6학년에서 는 평 면에서 각이한 도형 들을 대 수적 으로 고찰할수 
있는 기초를 주는 평면도형외 방정식과 번하는 량들사이의 관계를 
수학적으로 고찰할수 있게 하는 도함수와 적분에 대하여 학습하게 
된 다. 

또한 우연적인 현상들외 범칙성을 연구하는 확률과 사람들의 
사회 실천활동을 목적지 향성있게 과학적 으로 할수 있게 하는 수단으 
로 되는 통계 그러고 확률과 통계계산의 기초수단인 순렬과 조합에 
대하여 학습하게 된다¬ 
우리가 6 학년 수학에 서 배 우는 내 용들은 인공지 구위 성파 CNC 
기계의 제 작과 같은 최첨 단과학기 술분야의 발전뿐아니 라 현대사회 
의 다증다양한 정 보들을 능숙하게 처 러 하여 사업 파 생 활에 서 게 기 
되는 문제들을 눙숙하게 풀어나갈수 있게 하는 중요한 기초지식들 
이 다. 

우리는 수학학습을 더 열심히 하여 21세기 정보산업시대에 자 
기의 역 할을 원만히 수행할수 있는 풍부한 지식파 눙력을 소유하여 
야 한다. 
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제 1 장. 순렬과 조함 

제1절. 순 렬 

® 화 학생 0, @, @를 가지 고 2명씩 뽑아 렬 을 만들어 보 
아라. 

일 반적 으로 어 떤 대 상들을 순서 를 고려하여 배 렬 한것 을 순렬 이 
라고 부르고 이때 메 대상을 순렬의 원소라고 부른다. 이것을 정식 
화하면 다옴과 같다. 


(MS 모임의 서로 다른 „ 개의 원소에시 개의 원소볼 

일정한 순서에 [ Q 라 배 렬한것 a 서로 다른 « 개의 원소에서 m 개의 
원소름 추[한 순렬 이라고 부른다. 0 [[대 n 개의 원소에시 m 개의 원 
소름 추 I 한 순 S 의 총수름 

P ： 

으로 표시한다. 


91 1. 서 로 다른 4개외 수자 1, 2, 3, 4에서 3개씩 뽑은 순렬 
을 만들어보아라. 몇개나 되는가? 그림으로 설명하여라. 



그림 1-1 

p 3=4 x (4- l ) x (4-2)=24 


답. 24개 


3 






_ £ 

순렬으 I 총수공식 
=n(n-l)(n- 2 )---(n-m + l) 


(SS) « 개외 원소를 a；, 02 , ■■■, a„ 으로 표시하자. 

이 n 개외 원소들가운데서 먼저 한개를 취하여 첫 자러에 배 
렬하는 방범은 «1，«2, a „ 가운데 어느것 이 라도 되므로 
«가지 이 다. 둘째 자러 에 는 첫 자러 에 배 렬한것 ( , flj , • • • , a „ 
가운데 어느 한 원소)을 게외한 «-1개외 원소들가운데 
어 느것 이 라도 되므로 K-1 가지 방범 으로 배 렬할수 있 다. 이 
와 마찬가지로 셋째, 넷째, •••, m 번째 자러에는 각각 
n - 2 , K - 3, •••, K - (ot -1) 가지 방범 으로 배 렬 할수 있 다. 
그러므로 « 개의 서로 다른 원소에서 m 개썩 취하여 만든 
순렬의 총수는 

n{n - 1)(« - 2) •••(«- OT + 1) 

만일 «개 외 원소를 전부 배 렬 하는 순렬 을 고찰한다면 m = « 이 
므로 이러한 순렬외 총수는 다옴과 같다. 


P" = n{n-\)--- 2 -l 


«(n-l )--2 -l 을 n ! 으로 표시 하고 «차 E1I 급(딱토리알)이 라고 부 
른다. 

차례 곱을 씨 서 순렬 외 총수 P；* 을 표시하면 

_ Q 




ai 2 . 다옴것을 계산하여라. 

1 ) ?7 2 ) 3 ) 

®0I) 1) Py =7 - 6 - 5 = 210 

2) Ps" =5 • 4 • 3 • 2 • 1 = 120 

3) Pr* = «(n - 1)(« - 2) •••3 • 2 
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2. X , m ^ N , m <19<; v ： 일 때 (x - m)(x - m - - 19) 를 순렬을 

써서 표시하면 어느것이 옳은가? 


ai 3. 6명 의 달러기 선수가운데 서 4명 을 뽑아서 이 어달러 기 경 기 
에 내보내려고 한다. 달러는 차례까지 정한다면 이렇게 뽑 
는 방법은 몇가지인가? 

(SOD 4명의 선수를 달러는 차례까지 정하여 뽑는것은 6개에서 
4개씩 뽑은 순렬을 만드는것과 같다. 따라서 

Pg =6 • 5 • 4 - 3 = 360 

답. 360가지 

문 제 

1 . 다음것 을 계산하여 라. 

1) 2) 3) P^o 

2 . 다음 같기 식 이 성 럽 한다는것 을 밝혀 라. 

1) p«-l=p« 2) +?3 +?4 =?5 

3. 수자 0, 1, 2, 3, 4, 5를 가지 고 같은 수자가 거 듭 들어가지 않 
는 세 자러 수를 몇개 만들수 있 는가? 

4. 4개외 문자 a , b , c , c /에서 3개씩 뽑는 순렬을 다 만들어 라. 

5. 4개 외 수자 1, 2, 3, 4를 모두 써 서 만든 네자러 수가운데 서 천 
의 자러 는 1이 아니 고 백외 자러 는 2가 아니 고 열 외 자러 는 
3이 아니며 하나의 자러는 4가 아닌것을 모두 몇개 나 만들수 
있겠는가? 

런습문제 

1 . 다음것 을 계산하여 라. 
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3. 다옴 방정식을 풀어 라. 

1) Px-56 2) P,'=xP3' 

3) P 2 x =10 P ,' 4) ( R 스 + Rf ) 수 

4. 5( P „ Up „ V ) = 12 P„\i 에 맞는 « 외 값을 구하여 라. 

5. 륙상주로가 4줄로 되 여었는 경 기 장에서 4명 의 선수들이 출발선 
을 차지 하는 방법 은 몇 가지 인 가? 

6 . 수자 1, 2, 3, 4 , 5, 6, 7에서 서로 다른 수자를 뽑아서 만든 다 
섯자러수가운데서 25의 배수는 몇개 인가? 

7. 5개 외 수자 0, 1, 2, 3, 4가운데 서 같은 수자가 거 듭 들어가지 
않는 네자러 수는 모두 몇개 인가? 

8 . 8개의 수자 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7을 가지고 같은 수자가 거 
듭 들어가지 않는 네자러 수를 몇개 만들수 있는가? 

제2절. 조 함 

선수 4명 가운데서 3명 을 선발하는 방법 은 몇 가지 인가? 


«개의 서로 다 S 원소가문 QI 시 m 개의 원소름 추151•도 [ 순서 
볼 UlM 하지 않 S m 개 SS n 개의 원소에 A [ m 개 추 I 한 조함이 
라고 부로 ffl 0[[[[| 조 mi 총수름 

C ： (또는 (：)) 

으로 표 A I 한다. 


C ： 


조함으 I 총수공식 

_ n(n - l)(w - 2)***(n-m + 1) 
m\ ml 






(증명) 이 공식을 증명하기 위하여 «개의 서로 다른 원소가 
운데서 «개의 원소를 취한 순렬의 총수를 두가지 방 
범으로 구하자. 

먼저 n 개의 서로 다른 원소에서 OT 개의 원소를 취한 
순렬 의 총수는 공식 에 의하여 

P™ = n{n - \){n - 2) • • • (« - m + 1) (1) 

한편 «개의 서로 다른 원소에서 OT 개 취한 조합의 총 
수를 X 라고 하면 그가운데서 매 개 조합은 OT 개의 원 
소를 자진다. 이 매개 조합에 대하여 순렬을 만들면 
매 번 ot ! 개 의 순렬 을 엄 으며 따라서 순렬 외 총수는 
xxml (2) 


(1) 과 (2) 로부터 
X X OT ! = P " 




■C ： 


n(n - \)(n - 2) •••(??- m + 1) 
m\ 


ai 1. 다옴것 을 계산하여 라. 

1) 2) C^o-C^ 

S- 4- 

(ao[) 1) c^= 느스으 = 10 

1- 2 - 3 


2 ) 


<4- c ^ 


10 'Q' 8 *7 9' 8 *7 . _ 

- — 2/0 

1- 2 -3 - 4 1- 2 - 3 


ai 2. 40 개의 게품이 들어있는 제품상자에서 3개의 제품을 꺼내여 
검사한다. 3개의 게품을 꺼내는 방범은 몇가지 있는가? 

( g 이) 게품을 꺼내는 방법의 수는 40개의 원소에서 3개썩 뽑 
은 조합의 총수와 같으므로 



40 • 39 - 38 
1 • 2 • 3 


= 9880 


답. 9 880가지 



ai 3. 6 개 의 평 행 직선과 5개 의 평 행 직선이 사궐 때 얻 어지는 평 
행4변형의 총수를 구하여 라. 



Z© 1-2 


(텔)[) 메개 평 행 4변형 은 6개 의 평 행 직선들가운데서 어 느 2개 
와 5개의 평행 직선들가운데서 어 느 2개 에 외하여 얻 어 
진다. 그런데 6개의 평행직선에서 2개씩 뽑는 방법은 


cl 가지이고 5개의 평행직선에서 2개씩 뽑는 방법은 
C 궁가지 이므로 평행4변형의 총수는 


C 효 XC 궁 


6 *5 5*4 


150 


답. 150가지 


문 제 


1. 다옴것을 계산하여라. 

1) 2) 3) cfo 

2 . 볼록 n 각형 은 대 각선을 몇개 가지 는가? 

3. 4명 의 학생 이 수학, 물러 , 화학소조에 들어가는데 매 학생 이 한 
가지 를 선택 한다면 서 로 다른 선택 방법 은 몇 가지 인가? 


조합외 공식을 


- 

n\ 

^ ml 

n-m)\ 


로 표시할수도 있 다. 

만일 C|；=l 이 라고 하면 우외 공식외 오른변에서도 m = 0 일 때 




이 므로 우외 공식 은 m - O 인 경 우에 도 그대 로 성 립한다. 
이때 

0!=1 

로 본다. 

다옴의 같기 식 들도 성 립한다. 

_ Q 


_ ^n—m 


(증명) 조합외 공식으로부터 


C ! 


n\ 


m\(n - m) ! 


C ! 


nl 


n ! 


{n-m)\ n-(n- m)]! (n — m)\ 


m 


이므로 


C = c ： 


C m r^m , 

«+l = c„ + C 


m-\ 


(께) c 


(n +1)! 


«+i 


m , /-im-l 


cr + c 


ml(n - m + 1) \ 
nl 


이고 


nl 


ml (n-m)l (m-l)l (n-m+ 1)1 


nl(n-m + l) + nlm _ nl(n + l) 


m \ (n-m + 1)! m\{n-m-\-\)\ 

(n + 1)! 


m! (n-m + 1)! 


f->m _ f->m . 

니 +1 ~ 구 


이므로 
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ai 4. 다옴것을 계산하여라. 


1) C 


2) C 


999 

1000 


(SOD 1) = 


-^80 


80- 79 
1 - 2 


2) C ； ^l=C；ooo = 1000 


3160 


문 제 

1. 다옴것을 계산하여라. 

1) C 고7 2) C 내고 C 왜 4) C ' 제*^ 

' 니 28 *^85 *^600 '^10000 

2. 다옴 명제에서 옳은것을 찾아라. 

1) «개 에서 m 개썩 뽑은 조합의 총수는 n 개 에서 OT 개썩 롭은 순 
렬의 총수의 ot ! 배와 같다. 

2) cl + c ：= cL , 

3) C ；：*= C >1 면 ot = A ： 이다. 

3. 다옴 같기 식 이 성 럽 한다는것 을 증명 하여 라. 

1 ) CI + icT^ + = CHI 


2 ) 


c +3 cr '+3 cr '+ cr ' 


= c 


m+3 

«+3 


련습문제 

1. 6 개의 원소로 된 모임 { a , b , c , d , e , /} 에서 4 개썩 뽑은 조 
합을 다 써 라. 

2. 다옴 같기 식 에서 늘같기식 이 아닌것 을 지 적하여 라. 

1) C ： 그 C ： 서 ( m < n ) 

2) (« + 2)(« + l ) P ；= P ™^/ ( m < n ) 

3) C ：= 도 im < n ) 

n \ 

4) C ：= c ：_, + cr / {\< m < n ) 

3. 다옴것을 계산하여 라. 

1) cr " 2) 3) 

4) C ? o+Cfo + C；o + C?o 5) C ^+2 C 2+3 C ^+4 C ^+5 C ^ 
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4. 계 산을 하지 말고 다옴 같기식 이 옳다는것 을 증명하여 라. 

1) c° + c^ + c^ = c^ + c^ + c^ 

2) C7+C7+C7 + C7 ^C^+Cy + Cv + C" 

5. 다옴 같기식 이 성 립 한다고 말할수 있는가? 

1) C 녀 2) Ci+C ： =CL, 

O') p5 _ pw-2 A\ , p«-l _ p« 

'그니 '^m+3 ~ '^m+3 ^ '^m-l ^m-1 ~ '^m 

6. 20 명의 병사와 3 명외 사관이 있다. 3명의 병사와 1명의 사관으 
로 습격 조를 조직하는 방법 은 몇 가지 인 가? 

7. 몇개의 단체가 련맹전의 방범으로 롱구경기를 하려고 한다. 경 
기 를 모두 36번 한다면 몇개의 단체 가 참가하겠는가? 

8 . 15명 으로 조직된 한 분조가 A , B , C 세 장소에 같라져서 일하 
려 고 한다. A 에는 8명 , B 에는 4명 , C 에는 3명 배 치 한다면 배 치 
하는 방범 에는 몇 가지 있겠는가? 

제3절. 2 DK ： I 공식 


1. 수학적귀 ya 

자연수 «에 관계되는 식 /( n ) = (« 고 一5 n + 5) 오에서 
« = 1일 때 /(1) = (1^-5 - 1 + 5) 오 = 1 
« = 2일 때 fi 2) = {2 ^-b - 2 + 5)2 = ! 

« = 3일 때 y (3) = (32-5 - 3 + 5)2 = ! 

« = 4일 때 /(4) = (4^-5 - 4 + 5) 오 = 1 
이라는데로부터 «=5일 때도 /(5) = 1이라고 말할수 
있는가를 알아보아라. 

일반적으로 자연수 n 에 관한 어떤 명제를 P ( n ) 으로 표시하자. 
이 명제 가 몇개의 자연수에 대 하여 옳다고 하여 모든 자연수에 
대해서도 옳다고 결론할수는 없다. 그렇다고 하여 많은 자연수에 
대 하여 하나하나 따저보는 방범 으로 옳다는것 을 확인 할수도 없 다. 

몇개의 자연수에 대 하여 명제 P ( n ) 이 옳다는것을 확인한데 기 
초하여 모든 자연수에 대 해서 도 옳다는 결론을 이 끝어 내 는 증명 방 
범 이 있다. 
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지-면수 «에 관계도[는 명제 PCn ) 에 대하여 다용 두 사 4 J 
0[ SS 도 I 면 P ( n ) 은 모 S 자연수 «에 대하여 gCK 

1) P (1)0[ 을다. 

2) pa ) 가율으면 Pa +1) 도 들다. 

사실 1) 에 의하여 P ( l ) 이 옳기 때 문에 2) 에 외하여 P (2) 가 옳 
으며 또한 P (3) 도 옳다. 

이 과정을 거듭하면 

P ( l ), P (2), P (3), Fin ), ••• 

들이 다 옳다는것 이 나온다. 

이 러한 증명방범을 수학적구 ly 범이 라고 부론다. 

수학적 귀 남법 은 자연수에 관계 되 는 명 계 들을 증명할 때 널 러 
쓰인다. 

ai 1 . 수학적 귀 납법 으로 다옴 식 을 증명 하여 라. 

1 + 2 H - h «= — n(n + 1) 

2 

(§0[) 1) n = l 일 때 

왼변 = 1, 오른변 = - - 1 - (1 + 1)=1 
2 

2) n=k 일 때 옳다고 하자. 

즉 1 + 2 H - \- k = — kik ^ 1) 

2 

그러면 «= A :+1 일 때 

1 + 2 + — h A ： + (A ： +1) = — A ： (A ： +1 ) + (A ： +1) 

2 

= — (A ： + 1) (A：+ 2) = — (A ： + 1) [ (A ： +1) + 1] 

2 2 

이 리하여 모든 자연수 «에 대 하여 같기식 이 성 럽한다. 

례 2. 수학적 귀 납법 으로 모든 «에 대 하여 안같기식 
( l +/ z )"^ l +« • h (/ z >-1) 

이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 
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(SOI) 1) « = 1 일 때 

왼변 = ( i +/0 = i+A 
오른변 = 1 + 1 - h = l+h 
2) n=/c 일 때 옳다고 하자. 

즉 (1 1 -\-kh 

그러면 «= A :+1 일 때 

{l+hf^^={l + h)\l + h)^{l+kh){l+h) 
= 1 + (A ： + l)/z+A ： /z^^l + (A ： +1) A 
즉 안같기식 이 성 립한다. 

이 러하여 모든 «에 대 하여 안같기식 이 성 립한다. 


문 제 


1 . 다옴것 을 수학적 귀 납법 으로 증명 하여 라. 

n 

1) ^(2A:-1) = «2 

k =\ 

2) ^k(k + l) = -n(n+l) (n + 2) 

k=l 3 


3) y — i — =— 

^ k{k + 1) n + \ 

2. 모든 자연수 « 에 대 하여 «^ + 5 k 은 6으로 완게된 다는것 을 증 
명 하여 라. 

3. 수학적 귀 납법 으로 다옴 식 을 증명하여 라. 

« 1 

1) ^ = —n(n + \){2n + 1) 

k =\ 6 


2 ) fk^ 



k=i 


-n{n + 1) 


2 


3) 오 k{k + \){k + 2) = -n{n + 1 )(/ 궁 + 2){n + 3) 


k =\ 
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2. 2 D ^ CI 공식 

헬 I {a + bf - +2ab + b^ = + c\ab + c\b^ 이 다 . 

(« + ^?)크 = «그+3«고^7 + 3«^?고+^?크도 이와 같은 모양으로 표 
시 해 보아라. 

_£ 

뉴론으 I 공식 

(a + by = cy + cy-^b + clcf-^ + •■•+ dy-V + ■••+ cy 


(증명) «=1일 때 

왼변 =a + Z 7, 오른변 = C|*a + C | Z > = a + ZM 5 l 4. 
n = k 일 때 옳다고 보고 «= A : + 1 인 경우를 보자. 

(a + b)^=(a + bY(a + b) 

= {dy + Cla'^b + Cla 뇨 + ••• + + b) 

= C°a*^* + (Cl + C\)a^b + (C^ + Cl)a 니 b 고 + •■• + C^l/ 누 ^ 

이다. 그런에 


^0 _ ^0 
W — W + 15 

c^ + c 유 

이므로 


C°+Cl=CU ，cl + cl ^ cl, 

f-fk f-fk _ ^ 소 +1 

' w+15 ~ w+1 


/ I r \^ + l /-~ i 0 소 + 1 I / •'ll k 7 I /-~ i 2 k —\ 1 2 I 

{a-\-D) = + C^+i^z 47 + b + 

, k 1 k , /~^ k -\-\ 7 k +\ 
•■• + < 그 i+i«^ + 


즉 « = A : + 1 때 에도 같기식 이 옳다는것 이 밝혀졌다. 이 리하여 
수학적 귀 남법 에 의 하여 모든 자연수에 대 하여 공식 이 성 럽 한다고 
결론할수 있다. 

뉴론외 공식을 뉴론의 2 D ^ CI 공식 또는 2 D ^ CI 공식이 라고 부르고 이 
공식외 오른 변을 ( a + ZO " 외 전개식, 매 마디 의 접 수 

C 유 , Ci ， C 스 , •■•, cl ■■； c：-\ c ： 

을 2 DK ： I 결수라고 부른다. 그러고 전개식외 ；b + l 번째 마디 C ' IcTV 
을 일반 D ^ CI 라고 부론다. 
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311 1 . 다옴 식 을 전 개하여 라. 

1) (a + Z ?) 각 2) ( a ^ b )^ 

(§01) 1) (a+b)^= + C\ab + Cla%^ +Clab^ +Cy 

그런데 C°=C^=1, C* = = 4, C2=^ = 6 

2 • 1 

이므로 

(a + b'f - a ^ + 4 a^b + 6 aV + 4 ab ^ + 1/ 

2) (a-bf =[a + (-6)f = + C\a\-b) + C]a\-bf + 

+ Cla\-bf + Cla{-bf + Cl{-bf 

그런데 C ^- C ^-5, C ?- C ^-|^ = 10 

이므로 

(a-by - a 트 -5a^b + 10a^b^ -lOa^b^ + 5ab^ -b^ 


/ 1V 

3112. x + - 을 전개하여 라. 

I 


( 될 0[) 


XH ■— = C 5 X ^+ C ^ x "^ — + — + — + CjX ] 

X \x \x \x 


+ c 유 


: + 5x^ +10x + — + -^ + A- 


2 마디공식에서 전개식외 접수들을 n = l , 2, 3, 4, ■ •• 으로 n 
을 하나썩 증가시키 면서 차례 로 써보면 다옴과 같은 « 3각형 » 
을 얻을수 있고 거기에 일정한 규칙성이 있다는것을 알수 있다. 



이 것을 파스칼 3 각형이라고 부른다. 
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2 마디공식 은 뉴론이 발견하였는데 그는 이 공식 이 n 이 부수일 
때와 분수일 때에도 성 립 한다는것을 증명하였다. 


( 1 V 

ai 3. x " -- 의 전개식에서 /의 접수와 x 가 들어있지 않 

는 마디를 구하여 라 • 

(텔) I ) 전개 식의 일 반마디 는 

C 유 (；^2)나 대니. 

그러 므로 X ® 외 접 수를 구하려 면 
18-3 A : = 6 즉 = 4 를 택한다. 


따라서 X ® 의 접수는 

9 - 8 - 7-6 
4 - 3 - 2-1 


(-1) 넉 


= 126 


X 가 들어있지 않는 마디 는 
18-았 = 0 즉 ^ = 6일 때 이므로 




9 - 8-7 

3 - 2-1 


= 84 


이 것 은 전개 식 의 7번째 마디 이 다. 


문 제 

1 . 다옴 식 을 전 개하여 라. 


1 ) (x + 2yY 
3 ) {x-\f 

/ 

2. 2 x + ^ 외 전개식에서 

V 3 ^ 


2) (3- x )' 


» ^^^의 접 수를 구하여 라. 


3. 3 x + - 의 전개식에서 x 가 들어있지 않는 마디와 이 들어 

I xj 

있지 않는 마디를 구하여라. 

4. ( a - 이"의 전개식을 써 라. 
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련습문제 

1. K 각형외 아낙각들의 합이 ( k -2)180° 라는것을 증명하여 라. 


2 . 수학적 귀 남법 을 써 서 « " 수 * >(« + !)« ( n > 3) 이 성 립 한다는것 을 증 
명 하여 라. 

3 . 다옴 식 을 전 개하여 라. 


1) (x + 3)^ 2) 


3) 



4) 


4 . 다옴 식을 계산하여 라. 


1 ) 



/ '\5 

X y 

V 도 2 " 


2 ) 


V 



T.-yfx — 



5 . 외 전개식에서 세번째 마디를 구하여라. 

f 1 V 

6. 2 x ' —— 외 전개식에서 x " 의 마디를 구하여라. 

f 1 V 

7 . \lx —— -1= 외 전개식에서 X 가 들어있지 않는 마디를 구하여라. 

V 2 ^x J 


8. 외 전개 식 에서 일반마디 와 가운데마디를 구하여 라. 

9 . (2 + xy ° 외 전개식에서 가장 큰 접수를 가지는 마디를 구하여라. 

10. ( a / 도 + 2)^ 외 전개식에서 두번째 마디의 값이 1 000보다 크게 
되는 X 외 범위를 구하여라. 


복습문제 

1. 붉은색, 푸른색, 노란색, 풀색, 흰색 기발이 1개씩 있다. 기발 
3개를 한줄에 배렬하면 한가지 신호를 얻는다. 이 5가지 기발 
로 몇가지 신호를 할수 있는가? 

2 . 7 명의 학생을 나란히 세우는 방법은 몇가지 있는가? 키가 가장 
큰 학생 이 끝에 있도록 나란히 세우는 방법은 몇 가지 인가? 


17 



3. 1 부터 9까지 의 수자를 씨 서 같은 수자가 거 듭 들어가지 않는 네 
자러 홀수를 몇개 만들수 있는가? 

4. 서 로 다른 수자로 되 여있는 네자러 수가운데 짝수와 홀수가 번같 
아 나오는것 은 모두 몇개 인가? 

5. 볼록«각형 PiP 2-" P „ 외 세 정점을 련결하여 얻은 3각형들가운데서 
볼록«각형의 변을 가지지 않는 3각형은 몇개나 되겠는가? 

6. 각각 6개 , 5개 , 3개의 평면으로 이루어진 평행평면들이 세개가 
사귀여 생기는 평행6면체외 개수는 몇개인가? 

7. 최우등생 10명파 우등생 6명가운데서 각각 3명씩 뽑는 방법은 
몇가지 있는가? 

8. 10명 외 학생 을 3개 의 호실 A , B , C 에 배 치하려 고 한다. 

1) A 에 4명, B , C 에 각각 3명썩 배 치하는 방법은 몇가지 있는가? 

2) 지적된 한 학생을 A 에 배치하고 나머지 9명을 A , B , C 에 
각각 3명 씩 배 치하는 방법 은 몇 가지 인 가? 

9. 어 떤 소조에 10명 의 학생 이 있는데 그중 3명 이 녀학생 이 다. 2명 
의 학생 을 뽑으러 고 한다. 적 어도 1명 이 녀학생 이 되게 하는 
방법은 몇 가지 인가? 

10. 서로 다른 2«개의 원소에서 «개씩 뽑은 조합가운데서 지적된 
한 원소를 포함하는 조합외 수와 포함하지 않는 조합외 수는 
같다는것 을 증명 하여 라. 

11. 자연수 «에 대 하여 다음의 같기 식 이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

Til 0 

1) (^1 + 2 + ••• + 1 H -1- h • • • H ^ 77^ 

'v 2 3 n ) 

2) 스 i 지 ( x >0, 7>0) 3) | sinnx | < n | sinx | 

K 그 J 고 

12. 다움 공식 을 증명하여 라. 

1) c ： = c：_, + c ： z\ + c：zl + - + cl, + i 

2) C ： l\^C ： +C ： _,+C：_, + - + C,,,+C '； 
f 1 V 

13. —— 외 전개식에서 X 녀 접수를 구하여라. 

/ 1 Y 

14. X + — 외 전개식 이 상수마디를 포함하려면 k = 3 ot 이여 야 한 

I X J 

다는것 을 증명 하고 이때의 상수마디 를 OT 으로 표시 하여 라 . (OT 
은 자연수) 
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제 2 장. 평면도형의 방정식 


제1절. 직선으 I 방§식 


1. 방향결수에 의한 직선의 방정식 

직 선 y = 에 서 각접 수 

- 은 각 « 의 어 느 삼각 
2 

비와 같은가? 



J 측에 평행 이 아닌 직선 / 이 X 측외 정 방향과 6>만 한 각을 
이룬다고 하자. 

/// OMi 인 직선 OMi 을 그으면 직3각형 OMiN 에서 


ZMiON=0 (0^-) 
2 

Ml N y — b 

tan d = - = - 

ON X 

고쳐 쓰면 

y = tan 9 -x + b 
A : = tan 6> 라고 놓으면 


y -kx + b 



1 



b 

겨 K 


꽃" \ y - b 

Ae :^ 


0 N 


그림 2-2 


점 M ( x , y )7\ / 에 놓이 지 않으면 그 자러표 X , J 는 이 방 
정식을 만족시키지 않는다. 따라서 우의 방정식은 직선 /외 방정 
식 이 다. U ： 는 직선 /의 방향접수이다.) 

이런 모양의 직선의 방정식을 방향결수 
에 의한 직선의 방§식이라고 부론다. 

J 측에 평행인 직선의 방정식은 다옴과 
같다. 


x-a 




1 


0 

a 


그림 2-3 
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31 1 . 점 A (0, -2) 를 지나며 x 측외 정 방향과 60° 외 각을 이 

투는 직선의 방정식을 구하여라. 

(§01) 구하려는 직선외 방정식을 
y -kx + b 

라고 하자. A : = tan 60° = V 로 이 므로 
y - VSx + b 

그런데 구하려는 직선이 점 A (0, -2) 를 지나므로 
b ^-2 

이 러 하여 구하려 는 직 선의 방정 식 은 
y - VSx - 2 


문 제 

1. ;c 측에 평행인 직선외 방향접수는 0 이고 J 측에 평행인 직선은 
방향접수를 가지지 않는다 . 왜 그런가 ? 

2. 다옴과 같은 직선외 방정 식을 구하여 라 . 

1) 자러표원점 0(0, 0 ) 을 지 나고 X 측외 정 방향과 30° 외 각 
을 이루는 직선 

2) 점 (0, 3) 을 지나며 x 측의 정 방향과 각각 45° , 150° 의 
각을 이 루는 직 선 

3. 점 A ( xo , Jo ) 을 지 나며 방향접 수가 ^ 인 직선의 방정 식 은 

y-yo^Kx-xo) 

과 같이 쓸수 있다는것을 증명하여 라 . 

2. 두 점을 지나는 직선의 방정식 

iWWIi 그럼 2-4 에서 직선 /이 두 점 A(xi ， B(x 2 , >^ 2 ) 
를 지날 때 이 직선외 방향접수는 얼마인가 ? 

두 점 A(xi ， ji) , B(x2, J 2 ) 를 지 나는 직 선 녀 방정 식 은 방 
향접 수가 —~~즈 이 므로 

-Xj 




X2-X1 
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이때 점 A(xi ， ji ) 이 이 직선에 
놓이므로 

X2 - X1 

따라서 

/너 V -ZizZi^ 

^ - y \ -^1 

X2 - X1 

이므로 구하려는 직선 /의 방정식은 


이것을 


V 2 - Vi 

—— —X + - 
^2-^1 

다시 고쳐쓰면 


너 X, 
^2-^1 



또는 




= ^( x-xO 

X2 -Xi 


_ Q 

X 


_ y-y\ 



X2-X1 

yi-yx 


U 

1 


례 2 . 두 점 A (a, 0) 과 B(0, Z?) 를 지 나는 직 선의 방정 식 을 구 
하여 라 . 

(#0[) 두 점을 지 나는 직선외 방정식 에 A 와 B 외 자러표를 넣 
으면 



문 제 

1. 다옴과 같은 직선의 방정식을 구하여 라 . 

1) 자러표원점 0(0, 0 ) 과 점 Mo(2, -3 ) 을 지나는 직선 

2) 두 점 A(-2, 0 ) 파 B(3, 5 ) 를 지나는 직선 
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2. 두 점 A(-3, 0) 과 B(0, 2) 를 지 나는 직선외 방정식을 구하여 라. 

3. 다옴 방정식으로 표시되는 직선을 그려라. 




2 ) 


X y 


3. 두 적선의 평행조건파 수적조건 

두 직 선 li : y = k^x + 1 \ 

/고 : = ^2-^ + ^2 

가 주어졌다. 

/l // 4 이 면 분명 히 ( 1 \ = 

무로 ^ 우 = 이 면 / 1///2 이 다 • 
그런데 


즉 — ^2 

이 러하여 다음파 같은 두 직선의 평행조건을 얻는다. 



II II l2<=> ^2 



즉 

이 러하여 두 직 선의 수직조건은 다옴과 같다. 


/l _L /고 <=^ • A：2 = — 1 
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31 3. 점 A(2, -3) 을 지 나며 직선 j = --x + - 에 수직 인 직선 

2 2 

외 방정식을 구하여라. 

(SOI) 구하려는 직선외 방향접수를 라고 하면 



따라서 점 A(2,-3) 을 지 나고 방향접 수가 = 2 인 직선 
의 방정식은 j-(-3) = 2(x-2) 

즉 y — 2x — l 


4. 직선의 일반방정식 

X, J 에 관한 1차방정 식 

Ax + By + C = 0 (*) 

이 직 선의 방정 식 이라는것 을 보자. 

이 제 A 와 B 가 동시 에 령 이 아닌 경 우에 늘 직 선외 방정 식으 
로 된다는것을 고찰하자. 

B^O 이면 0) 은 


( A\ ( 

이 

- X + 


V By 1 

bJ 


로 고쳐진다. 이것은 방향접수가 = -스 이고 점 0 , - 으를 지나 

B I bJ 

는 직 선을 표시한다. 

A 7 ^ 0 , B = 0 이 면 우의 방정식은 
C 

X - - 

A 

로 되는데 이것은 X 측의 점 -도를 지나며 J 측에 평행인 직선이 

A 

다. 따라서 방정식 (*) 은 직선외 방정식이다. 이 방정식 
A;c + By + C = 0 을 직 선외 일반방정식이라고 부른다. 


려I 4. 직선외 방정식 즈^ = 부을 일반방정식으로 고쳐라. 
(될이) 즈^는을 Ax + Bj + C = 0 모양으로 고치면 
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5( x -3) = 2 (j + l ) 

5 x -15 = 2 j + 2 
5 x -2 j -17 = 0 

따라서 이 직선의 일반방정식은 
5 x -2 j -17 = 0 


문 제 

1. 다옴과 같은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 점 A ( l , 0) 을 지나며 직선 2 x + j + l = 0 에 평행인 직선 

2) 자러표원점 0 를 지나며 직 선 x + j = 3 에 수직 인 직 선 


2. 두 직선 Aix + Bij + Ci =0 과 + + =0 은 

때 서로 평행이다. 왜 그런가? 


^1 _ 01 
XTi ； 근 


큰 j 습문제 


1. 점 A ( l , 2) 를 지나며 X 측과 60° 를 이루는 직선의 방정식을 구하여라. 

2. 다음과 같은 직선외 방정 식을 구하여 라. 

1) 원점 0 와 점 (3, -2) 를 지나는 직선 

2) 두 점 A (5, 2), B (-3, 4) 를 지 나는 직선 

3. 다옴파 같은 직선의 방정식을 일반방정식으로 고쳐 라. 


1 ) 



2 ) 


X-3 y+4 

2 ~ 7 


4. 점 Ml (4, -1) 를 지 나고 직 선 x + 2 j + 4 = 0 에 수직 인 직 선의 방 
정식을 구하여라. 

5. 다음의 직선들에서 평행 또는 수직 인 직선들을 찾아보아라. 


1) 2 x + 3 J - 5 = 0 2) 3 x - 2 J + 6 = 0 


6. 점 A (3, 0) 을 지나며 직선 2 x + j + l = 0 에 평행 인 직선의 방정 
식 을 구하여 라. 

7. 평행4변형의 린접한 두 변외 방정식이 x - j-l = 0 , x -2 j = 0 
이 고 대 각선외 사접 점 이 M (3, -1) 이 다. 이 평 행 4변형 외 다른 
두 변의 방정식을 구하여라. 
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1. 원둘레의 방정식 


제2절. 2자곡선 


자러표원점 0를 중심 으로 하고 
반경 이 r 인 원둘레 외 방정 식 을 구하 
자. 원둘레의 임의의 점 M ( x , j ) 를 
취하여도(그림 2-8) 

OM = r 

이 다. 따라서 


+y 

걸 국 X 고 + J 고 = r 고 


1 

r 


I ( x , y ) 

1 , 

1 

N 

J 

I ^ 


ZE ! 2-8 


다옴으로 원둘레밖외 임의외 점 N ( x , j ) 을 잡아도 

X 고 + r 노 

라는것 을 증명할수 있 다. 

따라서 중심 이 자러 표원점 에 있고 반경 이 r 인 원둘레 의 방 
정식은 

2 2 2 
x+y =r 

마찬가지 로 중심 이 Mo ( a , 이 에 있고 반경 이 r 인 원둘레의 방 
정식은 


(x-a)^ +(y-by -r 오 


원둘레의 보조변수방정식 


중심 이 0(0, 0) 에 있고 반경 이 r 인 
원둘레의 임의외 점 M ( x , j ) 에 대하여 
OM 파 x 측사이각을 ? 라고 하면 

\x = rcos ? , , 

i (0 <t <271 ) 

[y = rsin ? 

이 다. 이 방정식을 ?를 보조변수로 하는 
원둘레의 보조번수방정식이 라고 부른다. 
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문 제 


1 . 다옴외 방정식들에서 원둘레외 중심과 반경을 구하여라. 

1) ( x - a )^ + (j-5)^ =16 2) (x + 3)^ + (y + 4 )^ =11 

3) ( x - a / 조 f+ (J + ^)" =2 

2. 다옴과 같이 중심과 반경 이 주어진 원둘레의 방정식을 구하여라. 

1) C(-l, -5), r = V7 2) C(0, 4), r = Vr7 

3) C(^3, 0), r = Vb 

3. 다옴의 조건을 만족시키 는 원둘레 외 방정 식 들에서 ^ 외 값을 구 
하여 라. 

1) X고 + _y 고 一 12x + 8_y+ A: = 0 은 반경 이 4 인 원둘레 이 다. 

2) X고 +_y 고 + 4x-2_y + A: = 0 은 원둘레 를 표시 한다. 

3) X고 +_y 고 - 6x +A： = 0 은 점 을 표시 한다. 

4) X고 +_y 고 + 4x + Ay + 7 = 0 은 원둘레 이 다. 

2. 원의 방§식 

평면에서 정해놓은 두 점 Fi, F2 까지의 거리의 합이 일정 (2a) 
한 점들의 모임으로 된 도형을 원이라고 부른다. 이때 Fi，F2 를 
타원외 초점이 라고 부른다. 

그림 2-10 파 같이 선분 FiF 2 의 가 
운데점을 자러표원점 0 로 정하고 직선 
F1F2 를 X 죽, 0 를 지 나며 F1F2 에 수직 
인 직선을 J 측으로 잡자. 

FiF2 = 2c(c<a) 로 놓으면 
Fj(-c, 0), ¥ 2 ( 0 , 0) 

타원 0의 임외의 점을 M(x, _y) 라고 
하면 족 M(x, 라고 하면 

MFi+MF2 = 2a 

그런데 

MFi = ^(x + cf + / , MF2 = ^(x - cf + / 
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따라서 


■y (x + c)^ + +-^(x ~ c) 고 + 고 — 

^j{x-\-c)^ -\- =2a-*J(x-c)^+_y^ 

두 번을 2 제 급하고 정든하면 

chj(x - cy ~{뼈 -a^ -cx 

다시 두 변을 2제 곱하고 정 든하면 


/ 2 2\ 2 , 22 2/2 
{j2 — C )X G. y = Cl (jJ 

그런데 a>c>0 이므로 a ^- c ^>0 
따라서 a 고 -c 고 =Z? 고 (Z?>0) 으로 놓으면 

i 2 2 , 2 2 2 i 2 

OX y = a a 
두 변을 으로 나누면 


다옴으로 

2 2 

N ( x , y )€ $ ^ 스^+ 유 5*1 
a b 

이라는것을 증명할수 있다. 

따라서 타원외 방정식은 



Qi 


2 2 
느 + 니 




이것을 원의 표준방§식이라고 부론다. 


타원이 X 측파 사귀 는 점 을 A, 
Ai, _y 측과 사귀 는 점 을 B, Bi 이 라 
고 하면 

A(a, 0), Ai(- a, 0) 

B(0, b ), Bi(0, - b ) 


Ai 




이 때 선분 AAi 을 타원외 긴축, 선분 BBi 을 타원외 팔은측이라 
고 부른다. 그러고 선분 OA (또는 그 길이 0 ), OB (또는 그 길이 b ) 
를 각각 타원의 긴반경, 팔은반경이라고 부론다. 


이제 원둘레의 방정식 
= (근 


에서 Mi ( x , jO 를 M 


b 


X, -y 

a , 

이 때 M ( X , Y ) 라고 하면 
fX = x 

Y = -j 
a 


으로 넘기자. 


따라서 


따라서 




X 고 


나 1 


이것은 원둘레를 MN=-MiN 되게 압측하면 타원이 된다는것 

a 

을 보여준다. (그럼 2-12) 




그럼 2-13 과 같은 원둘레 0 에서 임의의 점 Mi ( x , j ) 를 잡으 
면 다옴 식 이 성 립한다는것을 알수 있다. 
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X = a cos a 


yy-a sin a 

이게 X = x , Y = -j 되게 압측하면 긴반경 이 a , 짧은반경 이 
a 

6인 타원 이 된 다. 그러하여 다옴과 같은 타원의 방정 식 을 얻는다. 

-Q 


CP 


|X = a cos a 
IY -bsina 


이 방정식을 as 의 보조 S 수방정식이라고 부론다. 

(주의) 타원의 방정식 
2 2 
느+ ^ = 1 

4 9 

은 긴죽이 J 죽에 놓이 는 타원을 표시 한다. 이 때 이 타 
원의 초점은 J 측에 놓인다. 


문 제 


1 . 다음과 같은 긴반경과 짧은반경이 주어졌을 때 타원의 표준방정 
식, 보조변수방정 식 을 구하여 라. 

1) a = 4, b — 2 2 ) a = b — - 

2 3 

2. 다옴과 같은 타원의 방정 식 에서 보조변수방정 식 은 표준방정 식으 
로 고치 고 표준방정식은 보조변수방정식으로 고쳐 라. 


1 ) 

3) 


X-3 cos a 
y-lsina 


2 2 
느+ ^ = 1 
6 4 


2 ) 

4) 


X = sin 2? 
y = 3 sin 2? 


2 2 
느 

5 7 


3. 문제 2 의 타원외 방정 식 으로부터 그 타원들의 초점 외 자러표를 
구하여 라. 

4. 다옴외 방정식을 타원외 표준방정식으로 고치고 긴반경과 짧은 
반경 , 초점 외 자러표를 구하여 라. 


1) x 고+ 4/ = 16 2) 


3) ;c^-5 = -2/ 
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3 . 쌍곡선의 방점식 
쌍곡선의 방정식 

평 면 에 서 정 해 진 두 점 Fi, F2 까지 외 거 리 의 차가 일 정 (2a > 0 ) 
한 점 들로 이 루어지 는 도형 을 쌍곡선이라고 부른다. 여 기서 점 Fi, 
F2 를 쌍곡선의 초점이라고 부론다. 

그럼 2-14 와 같이 선분 FiF 2 의 가운데점 을 자러표원점 0 로 
정 하고 F1F2 를 X 죽, 0 를 지 나며 F1F2 에 수직 인 직 선을 J 죽으로 
잡자. 

FiF 2 = 2c(c>0) 로 놓으면 

Fi(-c, 0 ), F2 (c, 0 ) 

쌍곡선 0 외 임의외 점을 M(x, y) 

라고 하면 

즉 M(x, 라고 하면 

I MFi - MFj h 2 a 이 므로 

도 T 고구 ' 도그 ^ 구 '= ±2a 그림 2-14 

(x 4- c ) 고 + (x — c)^ + i 2.CI 

이 방정식에서 두 변을 2 제곱하고 정든하면 
+ chj(x-c ) 오 + -cx-a^ 

다시 두 변을 2 게곱하고 정 든하면 
(c 고 - a^)x^ -a^y^ = a^(c^ -a^) 

그런데 c>a >0 이므로 -a^>0 
따라서 c"-a" 으로 놓으면 

- a ^ y ^ - 

두 변을 aV 으고 나누면 
2 2 

a b 

조 

M(x, j)e(l)^ 4 -^ = l 
a b 
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다옴으로 N ( x , jO 였즈^-^^을 증명할수 었다. 

a b 

따라서 쌍곡선의 방정식은 



이것을 쌍곡선의 표준방정식이라고 부른다. 

이때 선분 AAi 을 실측, 선분 OA (또는 그 길이 a ) 를 실반경이 
라고 부른다. 

두 점 B (0, b ), Bi (0, - ZO 를 잡았을 때 선분 BBi 을 허측, 선 
분 OB (또는 그 길 이 Z 0 를 허반경이라고 부론다. 



쌍목은 3개의 관측소볼 가지고 지?[이 일 (HW 진원의 위; a 름 
확정하는£신 리^ if 수 24다. 


4 MI 로 한 직선에 놀이지 않는 3개의 우[지 F , F ,, F 2 에 판측 
소가 있다. 지?[0[ 발생하였 a [[H Fi 에시는 F 에서보다 초 
후에, F 2 에시는 F 에 AI 보다 ?2 초훼 I 지?[이 판측도[였다고 한 
다. 지 f [의 진원을 구하여라. ^ 


쌍곡선의 보조번수방정식을 구 
하여 보자. 

그럼 2-15 와 같이 중심이 0 이고 반 
경이 a 인 원 Oia )를 그러자. 

쌍곡선의 임의의 점 Mix , j ) 에 
서 X 측에 수직 선을 긋고 그와 사 
귀는 점을 B 라고 하자. 

B 에서 원 0 (a ) 에 접선 BA 를 굿 
자. 이때 ZAOB = a 라고 하면 쌍곡선 외 



오른족가지의 점 M 과 


2 2 


사이 에 는 1대1대 응이 있다. 
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이때 OB = x = asQca 

이것을 쌍곡선외 방정식에 넣어 J 를 구하자 . 

y = ± — yla^ sec 고 a-a^ = ± —-\/a^(sec^ a-\) 
a a 

b I — 2 2 

= ±—tan a = ±Z?tana 
a 

즉 y -biw a 

따라서 쌍곡선외 오른족가지 의 보조변수방정 식 


Jx = 

a sec a 

1 

^ n 

\ 

n 



a G 

— 


1>^ = 

Maim ^ 

1 

1 2^ 

2j 


이 나온다. 

쌍곡선의 왼족가지에 대해서는 « ef -, 논1 인 a 에 대하여 

V 2 2 ) 

우의 보조변수방정식 이 성립한다는것을 알수 있다. 

따라서 쌍곡선의 보조변수방정식은 


(x = a SQC a 

( n 

71^ 

1^( 

' n 


< , 

CC E - , 



— 

[y = Maim 

1 2 

2j 

1 

2 j 


쌍곡선의 점근선 

쌍곡선외 방정식을 고쳐쓰면 



a a 

이므로 X 자러표가 같은 쌍곡선파 직선의 점을 각각 M ( X, y ), 

Mi ( x , Ji ) 이 라고 하면 j 오 이므로 쌍곡선은 직 선 j = 으 X 아래 에 

a 

놓인다. 그러고 
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- (x ~ yjX 조 ~ ci^ ) 


x-\-\x -a 


ab 

x -\--\ lx ^ - a ^ 


즉 X 가 커 짐 에 따라 쌍곡선 이 직 선 y = —X 에 끝없 이 가까 

a 

와간다. 

이때 이 직선을 쌍곡선의 점근선 

이 라고 부론다. ^ ^ 

그림 2-17 에서 보는것처럼 J = -- ^ ^ = 

쌍곡선 . . 


'7~V~ 

에는 두개외 점근선 


J = ±-；C 가 있 다. 
a 


그럼 2-17 


문 제 

1. 다옴과 같은 쌍곡선의 표준방정식 , 보조변수방정 식 을 구하여 라. 

1) a — 2 , b — 3 2 ) b — A , c — 5 3) a — 2 >, c — A 

2 . 다음 곡선의 방정 식 을 표준방정 식 으로 고치 고 자러표원점 으로부 
터 초점까지의 거리를 구하여라. 

1) 9x^-16j^ =144 2) 3;c 고 --/=4 

4 

3) 2 x ^=15 + 7/ 4) 6 x ^-12 = 9 j ^ 

3. 다옴 쌍곡선의 점근선외 방정 식 을 구하고 그림 을 그려 라. 

1) —-^ = 1 2) 25x^-16j^ =400 

4 9 


4. 포물선의 방점식 

평면에서 정헤놓은 점 F 와 정헤놓은 직선 /까지외 지러가 같은 
점 들로 이 루어 진 도형 을 포물선이라고 부론다. 이 때 점 F 를 포물선 
외 초점, 직선 /을 포물선의 준선이라고 부른다. 
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포물선의 방정식 을 구하자. 

초점 F 에 서 준선 I 에 수직 선 FK 
를 굿고 FK 외 가운데점 0 를 자러표원 
점으로 정하자. 그러고 직선 FK 를 X 
측, 0 를 지나며 KF 에 수직 인 직선을 
J 측으로 잡자. (그림 2 - 18 ) 

KF = ；7 라고 하면 oj 이 고 I 



의 방정 식 은 x = -- 이 다. 준선이 / 이 
2 

고 초점 이 F 인 포물선을 0 라고 하자. 
M ( x , 이면 MH = MF 


고' 2-18 


그런데 


이므로 


배너 I 



+ >그 


2 



이 방정식의 두 변을 2게곱하고 정든하면 
- 2 px 

즉 M { x , y ) ^ ^ = 2 px 

다옴으로 N ( x , j ) ^ ^ /라는것 을 증명 할수 있 다. 
따라서 포물선의 방정식은 


- 2 px 


이것을 포물선의 표준방정식이 라고 부론다. 

포물선 J 고 = 2 px 에 서 (: tj ) 고 = 2 px 이 므로 X 측이 대 청 측이 라는 
것 을 알수 있다. 

포물선파 대 청측과외 사점 점 을 포물선외 정점 이라고 부론다. 
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포물선 는 p 에 따라 다옴과 같은 모양을 자진다. 

(그림 2-19) 




그림 2-19 

또한 포물선의 방정 식 은 X고 와 같이 구할수도 있다. (그 

럼 2-20) 



그림 2-20 



P <0 


포물선 X 오 에서 는 J 측이 대 청측이 다. 

다옴으로 포물선외 보조변수방정 식 을 구헤보자. 
포물선 J 고 = 2px 에서 y - a , aeR 로 놓으면 

a 고 

X = —— 

2p 

따라서 포물선의 보조변수방정식은 





r 2 

d 


• 

X = —— 

y-a 
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지금까지 배운 원둘레, 타원, 쌍 
곡선, 포물선은 원톨면을 자를 때 생 
긴 다. 

그림 2-21 에서와 같이 원를외 
옆면을 측에 수직인 평면으로 자르면 
원이 생기고 모든 모선파 사귀면서 
측에 경사지게 자르면 타원이 생기고 
측에 평행인 평면으로 자르면 쌍곡선 
이 생긴다. 또한 한 모선에 평행인 
평면으로 자르면 포물선이 생긴다. 

그러므로 원둘레, 타원, 쌍곡선, 

포물선을 통털 어서 원뿔곡선이 라고도 
부론다. 

문 제 

1 . 다옴파 같은 포물선의 표준방정식 , 보조변수방정 식 을 구하여 라. 

1) p = 4, X 측을 대 청 측으로 하고 J 측의 오른족반평 면에 있 다. 

2) p ^ 6 , J 측을 대청측으로 하고 x 측외 웃족반평면에 있다. 

2. 다옴과 같은 포물선의 방정식을 표준방정식 으로 고치 고 P 를 
구하여 라. 그러고 그림을 그려 라. 

1) — y ^ - X 2) 3 y ^ = 2 x 3) 3 x ^ - - 4 y 

8 

4) 6 x - y ^ -0 5) + 5 y = 0 

3. 자러표평면에서 점 F (0, 3) 을 초점으로 하고 직선 j = -5 를 
준선으로 하는 포물선외 방정식을 구하고 이 곡선외 정점을 
구하여 라. 

4. 포물선 j = x 오 의 점으로부터 직선 2 x - j -4 = 0 까지외 거리가 
가장 짧은 점 의 자러표를 아래 에 서 찾아라. 

f 1 1 ^ f 3 3^ 

1) - 2) - 3) (2, 4) 4) (1, 1) 

U 4 ) [2 4 ) 



zm 2-21 
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련습문제 

1 . 중심이 (3, -3) 이고 반경이 3 인 원둘레외 방정식을 구하고 

이것을 -로 압측하여 얻은 타원의 방정식을 구하여라. 

3 

2. 다옴의 2차곡선외 방정식을 표준방정식으로 고쳐 라. 

1) 4 x ^ + =16 2) - 2 y ^ +4 = 0 3) 6 x - y ^ = 0 

4) 4 x ^ -\6 + 5) + 5 y -0 6) 2 x ^ - 18 

3. 다옴의 조건을 만족시키 는 2 차곡선의 표준방정 식 을 구하여 라. 

1) (3 = 4, c = 3 인 타원 

2) c = 3, 두 점근선사이의 각이 90° 인 쌍곡선 

3) 준선의 방정 식 이 j = -3 인 포물선 

4. 반경 이 ^ 인 원둘레 0 와 그안에 한 점 ；7 가 있다. 점 P 를 
지나며 원둘레 0 에 접하는 모든 원둘레 의 중심 들의 모임 은 
타원 이다. 증명하여 라. 

5. 대칭 죽이 자러 표죽과 접 치고 러심 률이 e = 0.8 이며 초점 파 준선 

사이의 거리가 으인 타원의 방정식을 구하여라. 

4 

6. 이동점 M 에서 고정점 Ml , 1) 까지외 거리와 점 M 에서 고정점 
B (- l , 1) 까지 의 거 리를 던 차가 부 아닌 실수 a (상수)이 다. 
이때 이동점 M 의 자러길을 아래에서 찾아보아라. 

1) 쌍곡선의 한가지 

2) 쌍곡선의 한가지 또는 하나의 직선 

3) 쌍곡선의 한가지 또는 하나의 직선 또는 하나의 선 

4) 3) 을 제외하고 또 다른 경우가 있다. 

7. 타원 느 + i 노 = 1 의 초점을 지나고 타원이 X 측파 사귀는 

169 144 

점들을 초점으로 하는 쌍곡선의 방정식을 구하여 라. 

8. 쌍곡선 一 -^ = 1 의 왼족초점으로부터 거리가 7인 쌍곡선의 

9 16 

점 을 구하여 라. 
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9. 그럼 2-22 를 보고 쌍곡선을 그러는 방법을 설명하고 그 근거를 
밝혀 라. 



복습문제 

1 . 다옴과 같은 직선외 방정식 을 구하여 라. 

1) 점 M (0, 3) 을 지나며 방향접 수가 A ： = - 인 직선 

2 

2) 점 M (2, -1) 을 지나며 방향접 수가 A : = -3 인 직선 

3) 점 M (-3, 1) 을 지 나며 x 측의 정 방향과 -45° 를 이 루는 직 선 

4) 두 점 M (5, -3) 파 N (-2, 0) 을 지 나는 직선 

2. 다옴과 같은 방정 식 으로 표시되는 직선의 J 측과의 사점점 과 
방향접 수를 구하여 라. 

1) X — + 2 = 0 2) —2 x + 5_v + 3 = 0 

3) 2 j -6 = 0 4) -3 x -2 = 0 

3. 다음과 같은 직 선의 방정 식 을 방향접 수에 의한 방정 식 으로 
고치고 그것들을 그려라. 

1) x + 5 y -3 = 0 2) - 3 x + 2 y = 0 

3) 2 j -7 = 0 4) 3 x + 5 = 0 

4. 방정 식 x -2 j + l = a 에서 

1) a = -1, 0, 3 일 때 각각 이 방정식으로 표시되는 직선을 
그려라. 
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2) a 외 값이 커질수록 이 방정 식 으로 표시 되 는 직선은 어 떻게 
그려지는가? 

5. 점 M (3, -2) 을 지나며 직선 x-j + 6 = 0 에 평행인 직선과 
수직 인 직선의 방정식을 구하여 라. 

6 . 점 M (5, -2) 를 지나며 직선 2 x + 3 j + 5 = 0 에 평행인 직선과 
수직 인 직선의 방정식을 구하여 라. 

7. 두 점 A (3, 5) 와 B (-3, 4) 가 주어졌다. 점 C (-2, 1) 를 

지나면서 직선 AB 에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

8 . 두 직선 kx - y -9 = 0 ^ 2 x + j + 5 = 0 이 평 행 이라면 A : 는 어 떤 
값을 가지는가? 

9- 직선 (2 m — n + \)x + {m + n — 2 )y - 4 n - 5 = 0 이 y 죽에 평행이 고 
x 측과 점 A (2, 0) 에서 사귀도록 m , «외 값을 정하여라. 

10- 중심이 (0, 0) 이고 점 M (3, 2) 를 지나는 원둘레외 방정식을 
구하여 라. 

11. 다옴외 방정식은 어떤 도형을 표시하는가? 

1) x ^ + /-4 j = 0 2) x ^+ y ^-2 x + 4 y -20^0 

12. 타원 즈 y + 유 = l ( a > Z >>0) 에서 e 그 ^^ ~는 을 리심폴이 라고 

a b a 

부론다. 



2) 0< e<l 임을 증명 하여 라. 

3) 원둘레는 « 러심률이 0»인 타원이라고 생각할수 있다. 왜 
그런가? 

4) a = 10, e = 0.98 인 타원 에 서 b 를 구하고 타원 을 그려 라. 
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제 3 장. 도함수와 그 등용 


제1절. 국한과 련속 


1. 수렬으 I 국한 

다옴 수렬들에서 마디의 번호가 끝없이 커질 때 때 
마디외 값이 어디로 다가가는가? 



수 S (aj 에서 LIK： [의 번호 «이 끝없이 커질 [[[| a„ 이 일정 
한 수 a 로 얼 UF 은지 가까와기 H 수 S (a„) 은 수 a 로 수렴한다고 
말하고 mm m \ 표시한다. 

lim a„-a 또는 —>co) 

n—><x> 

그리고 수 a 볼 수렬 (a„) 의 국한이라고 부 Sa. 


ai 1. 1) lim - = 0 

«— >00 

2) a „= 으신 일 때 a„=l + - 이므로 «이 끝없이 커질 
n n 

때 a „ 은 1에 수렴한다. 

조 

lim 으11 = 1 

n—>co fi 

수렬이 수렴하지 않으면 그 수렬은 발산한다고 말한다. 

수렬 2, 4, 6, •••, 2«에서와 같이 «이 끝없이 커질 때 마디외 값이 
얼마든지 커 지 면 수렬은 무한대로 발산한다고 말한다. 

또한 수렬 3, -3, 3, -3, ••• 에서와 같이 마디가 몇개의 
값을 차례 로 되 풀이하여 잡으면서 일정한 수로 가까와가지 않으면 
수렬은 진동발산한다고 말한다. 
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문 제 

1 . 다옴 수렬가운데서 수럼하는 수렬을 갈라내 고 그 곡한이 얼마인 
가를 말하여 라. 

1) 1, •••, 읍, ••• 2 ) 2, 2, 2 , 

3) 4- I - I - •••. 우. ••• 4) 1, 4 , 9, 16, 

234 n +1 

2. 다옴 수렬 들가운에 서 수렴하는 수렬 과 발산하는 수렬 을 같라내 
여라. 

1) 5, 3, 1, -1, ••• 2) 0.9, 0.99, 0.999, ••• 

7 t 3 

3) sin — , sin ;?, sin — n , sin 2; r , ••• 4) 3, -9, 27, -81, ••• 

2 2 

수렬의 곡한에 관한 다옴 성질을 쓰면 수렬외 곡한을 쉽게 구 
할수 있다. 



성 질 (2 ) , (3) 은 3 개 이 상의 수렬 에 대 헤 서 도 그대 로 성 럽 한다. 
조 

(2) ' lim(a^ ±b„ ±cj = lim a„ ± lim ± lim 

«—Ko «—>00 n—^<x> n—^<x> 

(3) ' lim(a^ 'b^ *0= lim - lim - lim 

«—>00 «—>00 «—>co «—>00 
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311 2. 1) lim [ 5 + = lim 5 + lim = 5 + lim — - lim — 

rt—>ool J «—Ko rt—>00 rt—>co fi n—>cc fi 

= 5 + 0-0 = 5 


2) lim 

Ti.il 

Ml 

- lim 

Ml 

- lim 

Ml 

«—KO 

\ n ) 

'v n )_ 

n—>oo 

1 nj 

«—KO 

1 nj 


= (l + 0)(2 + 0) = 2 


ai 3. lim + 미 을 구하여 라. 

« 나 Zn + 2n + 3 

(#01) 이 경우에는 다옴과 같이 고쳐서 상의 곡한에 관한 성질 
을 쓴다. 


- . 2m 그 + +1 

lim — r - 

3 n -\-2 n -\-3 


= lim 

n—>cc 



3 + - + 




n 


2 


f 

lim 2 + 



f 

lim 3 + 
«—>- 00 ^ 



2 


311 4. liin(Vw + l -4 n ) 을 구하여 라. 

«—K)0 

OD 이 경우에는 차외 곡한에 관한 성질을 직접 쓸수 없다. 
다움과 같이 고쳐서 계산한다. 

(V^+1 - Vn) (V^+1 + Vn) 


lim(Vw + l - 4 n ) - lim - 


lim 


Vw +1 + 4n 

n + l-n 

lim — 


XXXXJ. I - ■ - — XXXXJ. 

+ « 나® 


- 


1+-+1 
n 


- lim —!=' lim - 

n—><X) «->oo 


1 + -+1 
' n 


\ • " j 

：0 •- = 0 
2 


문 제 

다옴 극한을 구하여 라. 


1) lim 


5 n -2 


n—>oo fi 


2) lim - 


« 나^ n + 1 
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3) lim 쓰그^ 
n^co n -\-\ 

2. 다옴 곡한을 구하여 라. 

1) lim(V 료그 ^- 그 T) 

« 다 00 

3) lim ( Vw ^ -3 n + 5 - n ) 

«—>-00 

2. 무한갈은비수렬의 & 

첫째 마디가 aOO ), 공통비가 인 무한같은비수렬 

a , aq , aq \ •••, aq "^\ ••• 

에 서 처옴 «개 마디 의 합을 

= a + aq + -■ + aq^~^ 

로 표시하면 « = 1, 2, 3, ••• 일 때 수렬 
Si , §2， ***, S „, **• 

이 얻어 진다. 이 수렬 이 수렴하면 곡한 
limS , =S 

n— 누 cc 

를 무한같은비 수렬 나) 외 합이라고 부르고 다옴과 같이 표시한다. 

S = ^ + ciq + Qq^ + • • ■ + ciq^ ^ + • • • 

또는 

00 

S = 

k=\ 

(1) kl ^ o 일 때 

같은비수렬의 합의 공식을 쓰면 

„ a- a a" a a „ 

S „ = - = - q 

1 - q \-q \-q 

그런데 I 기 <1 이면 

kl > kl ^> kl ^>---> kr > ••- 

이고 « 이 끝없이 커감에 따라 I 비" 은 0에 얼마든지 가까 
와진다. 족 

lim ^^ = 0 


4) lim —^— 
rt—>C0 (n + l)(n + 2) 

2) lim 4n {- \jn +1 - 4n) 
«—>00 
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따라서 


고 


lim 

«— >00 



a 

1-^ 


a 

1-^ 


'q 


a 

1-^ 


1-^ 

다옴으로 | g|>l 이면 

M<kP<kP<-<kr<- 

이고 n 이 끝없이 커감에 따라 kr 은 얼마든지 커진다. 
따라서 ( SJ 은 발산한다. 즉 kl>i 일 때 무한같은비수렬 
은 합을 가지지 않는다. 

(2) khi 일 때 

^ = 1이면 S „ = a + a + ''' + a = m 2 

V___ J 

7 a 

^ = 이면 S > n = a - a + a-a H — (-1)^~^ - a 
'' ^ ^ 

이 므로 어 느 경 우나 ( S „) 은 수렴하지 않는다. 따라서 이 
경우에도 무한같은비수렬은 합을 가지지 않는다. 


_ Q 

00 

\거 k-l 

1j 박 = 

깡 1 이 - 


k=\ 

[ 발산 , kl>i 



례 1. 무한같은비수렬 


ill ... 

' 2' 4' 

외 합을 구하여 라. 

( SOI ) (3 = 1, I 기= ^<1 이 므로 
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조 


1 +-+-+. 


•)«— 1 


H -= 2 


무한같은버수렬외 합의 공식을 쓰면 순환소수를 쉽게 분수로 
고칠수 있다. 


31 2. 순환소수 0.(7) 을 분수로 고쳐라. 

( SOI ) 0. (7)=0. 777--- = 0.7 +0.07 +0.007 + ••- 


- h - h - h * * 

10 10 ^ 10 ® 


이것은 

따라서 


습, ^=습인 무한같은비수렬의 


0. (7) = 그누 

1 —— 

10 



합이 다. 


문 제 

1. 다옴 합을 구하여 라. 


1) y 0.2 소 


k=0 


2) y,3 


n=l 


-n 


2. 다옴 순환소수를 분수로 고쳐 라. 

1) 0.(13) 2) 0.4(23) 

3. 다옴 곡한을 구하여 라. 


1) lim 


2 - 2 " 


«씨2 + 5" 


2) lim 


2« +3" 


n—>oo ]_ — 4^ 


'그 


3) 1.2(12) 


5 + 3"" 

3 그 Ss 흐 


3. 함수의 국한 

일정한 압력밑 에서 물체 의 온도를 점 점 낮추어 -273° C 에 가까 
와가면 물체의 분자들의 운동은 정지상례 에 들어간다. 이것은 물체 
외 온도 T (절대온도)가 련속적으로 변하면서 一273° C 에 끝없이 
가까와같 때 물체의 분자들외 운동속도 V 가 얼마든지 0에 가까 
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와간다는것을 보여준다. 과학파 기술에서는 이와 같이 독립변수가 
일정한 값으로 련속적으로 끝없이 가까와같 때 함수값의 번화를 살 
펴보아야 할 경우가 많다. 

31 1. 함수 /( x ) = 2 x-l 에서 변수 x 가 2에 끝없이 가까와같 
때 함수값의 변화를 살펴보자. 

변수 X 가 2에 가까와지 는 방범 에는 여 러 가지 가 있 다. 2 
보다 큰 값을 잡으면서 같수도 있고 작은 값을 잡으면 
서 같수도 있다. 또한 2보다 큰 값과 작은 값을 엇바무 
어 잠으면서 같수도 있다. 

다음 표에서는 2보다 작은 값과 2보다 큰 값을 각각 잡 
으면서 2에 가까와지 는 경 우에 함수 /( x ) 외 값의 변화 
를 보여주고있다. 



1.9 

1.99 

1.999 

1 . 999 9* * * — ^ 2 

fix ) 

2.8 

2.98 

2.998 

2. 999 8*** — ^ 3 



2.1 

2.01 

2.001 

2.000 

!••• 

나 2 

Ax ) 

3.2 

3.02 

3.002 

3.000 

2••- 

나 3 


변수 X 가 아무런 방범 으로나 2에 끝없 이 가까와가도 
/( x ) 의 값은 3에 얼마든지 가까와간다는것 을 알수 있 
다.(그림 3-1) 




v2-l 

ai 2. 함수 g ( x ) = - 는 x = l 에서 뜻을 가지지 않지만 

X-1 

X ；나 인 모든 X 에서 x-：UiO 이 므로 
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(x - l)(x + 1) 

g{x) = - 수수 ^~~ - = x+l 

x -\ 

따라서 ；<： ；^1이 면서 X 가 아무런 방범 으로나 1에 끝없 이 가까 
와같 때 함수 g ( x ) 외 값은 2에 얼마든지 가까와간다. (그림 3-2) 

함수 /( x ) 가 점 a 외 충분한 가까이 에 서 늘 뜻을 가진다고 하자. 


a 수 X 가아무런 S 법으로나 수 a 에 끝없0 1 7 wmy [-도 ( x ^ a ) 
gK ^ fix ) 의 값01 놀 일정한 수 A 에 얼 U [■문지 기■까와기 a 함수 
fix ) 는 X 가 a 로 가까■와같 [대 수 A 로 수렴한다고 B ■하고 다음 IF 
같이 m [한다. 

lim /( x ) = A 또는 f ( x ) —>• A(x —> a ) 

x—>a 

그리고 수 A 름 g a 에시 함수 f ( x ) 의 국한이라고 부 Sa . 


함수의 극한표시 에서 기 호 는 X 가 ;<：5^ « 이 면서 a 에 끝 

없 이 가까와간다는것 을 직 관적 으로 표시한것 이 다. 

우에서 본 례들은 곡한기호를 써서 각각 다옴과 같이 표시 할수 있다. 

v 2 -l 

lim (2 x - l ) = 3, lim - —— = 2 

나2 J ： 시 X - 1 

x^a 일 때 함수 f ( x ) 가 수렴하지 않으면 함수 f ( x ) 는 
X 나 a 일 때 발산한다고 말한다. 

311 3. 함수 /( x ) = - 은 x^O 일 때 그 절대값이 얼마든지 커 

X 

지면서 일정한 값으로 가까와가지 않는다. 따라서 함수 
/( x ) 그一은 X 나0일 때 발산한다. 

X 



그림 3-3 


zmi 3-4 
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그럼에서 쉽게 알수 있는바와 같이 
limc = c(c 는 상수) 

x—>a 

limx = a 


문 제 

1 . 다옴 함수의 곡한을 구하여 라. 


1 ) 


lim (5 - x ) 

x ^2 


2) lim 


5 x +1 


3) lim 0.2? 

t 나 - 1 

2. 함수 /( x ) = 


2 


x + 1 


니 -1 3 x 
3 

4) lim cos — 

x^i 2 

에서 x 가 -1 에 끝없이 가까와같 때 함수값이 


일정한 수로 «수럼한다» 고 말할수 있는가? 
3. 다옴 곡한이 있는가? 


1) lim 


2) lim 


x -\-3 


-L / ^ 

니 -2 + 2) 

니 -3 X -9 

3) lim sin — 

4) lim cos — - 

니0 X 

•나 « X - 


함수외 곡한에 서 는 다움 사설 이 성 립한다. 


함수의 국한으 I 성질 
lim / ( x ) - A , lim g ( x ) = B 이 면 

x—^a x—>a 

(1) lim kf ( x ) = k lim f { x ) - kA {k 는 상수) 

x—>a x—>a 

(2) lim [/ ( x ) ± g ( x )] = lim f ( x ) ± lim g ( x ) = A + B 

x—>a x—^a x—¥a 

(3) lim [/ ( x ) - g { x )] = lim f ( x ) - lim g ( x ) = A • B 

x—>a x—>a x—>a 

fix) lim/(x) A 

(4) lim^^ = ^ - = — (limg(x) = B^0) 

나 ^ g(x) limg(x) B 나 « 
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성질 (2), (3) 은 3 개 이상의 함수에 대 해서도 성 럽한다. 즉 




( 2 ) 

(3) 


lim [/ ( x ) ± g ( x ) ± h { x )] = lim f ( x ) ± lim g { x ) ± lim h ( x ) 

x—>a x—>a x—>a x—>a 


lim [/( x ) - g ( x ) - / z ( x )] = lim / ( x ) - lim g ( x ) - lim h ( x ) 

x—>a x—^a x—>a x—>a 


우에서 든 곡한외 성질을 쓰면 함수의 곡한계산을 쉽게 할수 었다. 
례 4. 1) lim(3x + 2) = lim 3 x + lim 2 = 3 limx+ 2 = 3- l + 2 = 5 

X^\ X^l X— >1 x^l 

2) limx ^ = lim(x - x ) = limx - limx 

x—>2 x—^2 X—>-2 X—>-2 

= (lim xf =2^=4 

X— >2 

일반적으로 

limx " = ( limx ) a " 

x^a x—>a 


례 5. 1) lim(2x^ + 3x + 5) = 2 lim+ 3 limx + lim5 

x—>2 x—>2 x—>2 x—>2 

= 2-2^3-2 + 5 = 19 

2) lim [(3x + l)(x 고 -2x +1)] = lim (3x + 1) - lim (x 고 -2x + l) 

X — >—2 X —누— 2 X — ^—2 

== (3 lim X -f lim 1) - ( lim -2 lim x + lim 1) 

X — 2 X —농— 2 X —^—2 X —누一2 X — ^—2 

= [3 - (-2) + 1]• [(-2)^ -2- (-2) + 1] = (-5)-9 = -45 


일 반적 으로 /( x ) 가 X 에 관한 옹근식 으로 표시 된 함수이면 
lim /( x ) = /( a ) 


ai 6. 다옴 곡한을 구하여 라. 


1 ) 


.. X + 2 
lim — r —— 

니 3x^-1 


2 ) 


X 고 +X-2 

lim^ - 

니 X -\-2 x - 3 


( 플 0 [) 1) lirn(x + 2) =1 수 2 = 3 

x^l 

lim (3 x ^- l ) = 3- l^-l = 2? t 0 이므로 

X^l 

성 질 (4) 에 의하여 


X + 2 

lim — r —— 

니 3x^-1 


lim(x + 2) 
lim (3 x 고 - 1) 

X나 1 


2 
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2) lim(x 고 +x-2) = i 2+1-2 = 0 
lim(x^ + 2x-3) = 1^+2-1-3 = 0 

x^l 

이므로 성질 (4) 를 직접 쓸수 없다. 

이 경 우에 는 이 므로 다옴과 같이 고쳐서 계 

산한다. 

X 고 +X-2 (x + 2 )(x - 1) X + 2 

lim —7 -= lim- ---- = lim - 

네 X +2 x -3 네 (x + 3)(x -1) 네 X + 3 

lim(x + 2) 0 

_ x-^\ __ f_ 

lim(x + 3) 4 

x^l 

ai 7. lim 1 -^ — 를 구하여 라 . 

너 0 Vx + 1 -1 

(SOI) 이 경우에도 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 상의 극 
한에 관한 성질을 쓸수 없다. 이 경우에는 다옴파 같이 
분모를 유러 화하고 계 산한다. 

X .. x(V-^ + l +1) 

lim , —— = lim — , - , - 

7x + l -1 ^ 나 0 (나 X +1 - l)(^|x + 1+1) 

니뇨 X(V^ + 1) ^ lim(V^ + l) = 2 

x^O X 네 
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3. 다옴 함수의 극한이 있는가? 
1x1 

1) limi 그 2) 

•나0 X 


limcos— 

• 니 0 X 


sinjc 

4. x^O 일 [[[) —— 으 I 국한 

X 


그럼에서 쉽게 알수 있는바와 같이 

limcosx = 1, limsinx = 0 

X 나 0 X 나 0 



za 3-5 그럼 3 "6 


이 제 X 규 0일 때 ^의 극한을 계 산하자. 여 기서 X는 각의 

X 

라디 안수를 표시한다. 

x->0 일 때 분자와 분모외 극한이 다 0이 므로 상의 곡한에 관 
한 성질을 쓸수 없다. 

다옴과 같은 방법 으로 극한을 구한다. /1T 

던저 0<x< -이면서 x->0 인 경우를 보자 
2 

단위원을 그러 고 중심 각이 X인 활등 세를 잡자 
(그럼 3-7) 

AAOB, 부채형 OAB, 스 AOT 의 면적을 
버 교하면 

^AAOB ^ ^부채 형 OAB ^ ^AAOT 

CB^siiu, AT=tam: 라는것 을 고려하면 



51 



이므로 


^ 부채형 OAB^ 도 ■^^ ^AAOT^^ 


— sinx < —X < — tanx 
2 2 2 


그런데 0< siii ; c < l (0< x <-) 이므로 

2 


1<^^< - 

sin X cos X 


. sinx 
1 > - > cosx 


SlTl X 

그런데 lim 1 = 1, limcosx = 1 이므로 가운데 꺼운 - 도 

X나0 : t-M) X 

f \ 

x^O 0< x < - 일 때 1로 수렴할수밖에 없다. 즉 

I 2j 

. / \ 
sinx , _ ^ 

lim -= 1 0 < X < — 

내 X 2 


이번에는 --< x <0 이면서 X 나0인 경우를 보자. 
2 

이 경 우에 X = - Xi(xi > 0) 이 라고 놓으면 

( n \ ( 71 \ 

X ~^ 0 ~ — < X < 0 1 Xj ~^ 0 10 < Xj <c —1 


이므로 


sinx sin (- x ,) -sinx sinx 

lim - = lim -- = lim -- = lim -- 

나 0 X 지 ^0 -Xj ^1^0 -Xj ^1^0 Xj 


이 러하여 아무런 방법 으로나 x^O 일 때 
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안같기 식 


로부터 


1 <-<- 

sinx COSX 


lim -= 1 


이 라는것도 곧 알수 있다. 

이 곡한들을 씨서 삼각함수가 들어있는 일련의 함수의 곡한을 
쉽 게 구할수 있다. 

ai 1. 1) lim^ = lim 브느 31im 브브 = 3.1=3(^x) 

X^O X x-^0 3x 나 0 t 

ON 1 . sinSx f 5 sinSx 2x ^ 5 ^ ^ 5 

2) lim - = lim -:- = —•1-1 = — 

x^o sin 2x x->o[ 2 5x sin 2x1 2 2 


ai 2. 1) lim 


나 0 X 


f sinx 

: lim - 

X 


나 0 X 

2) lim 느 ^ = lim 으 

X 사 0 네 


sinx .. 1 맹 1 

lim - lim - = 1 • - = 

X 너 Ocosx 1 

: _ (1 - cos x)(l + cos x) 


고 (1 + cosx) 


l-cos^x sin 고 X 

■■ lim— - = lim— - 

^ 나 Ox (1 + cosx) (1 + cosx) 


lim —- 

X — M). X 


- lim - = ]/ 

X 나 0 1 + COSX 


1. 다옴 곡한을 구하여 라. 

, . sin 5 x 
1) lim - 

나 0 3x 


. 7： ^ 

Sin X- — 


3) lim 


2) lim 느 

• 나 0 tan3x 


4) lim 스 ^ 

니 H-COSX 
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2. 다옴 극한을 구하여 라. 


3. 


1 ) 

3) 


lim 


X 

lim - 

Jf^Ol-COSX 

X - 

2 


lim 

x^—\ 

2 

sin(l + x ) 

1 + X 


tanx 


2 ) 


1 이 옳은가? 


lim 


cosf— 




5 x 


5. 함수의 린속성 

IWWi 다옴것 이 옳은가? 

1) 함수 /( x ) 가 x = a 에서 뜻을 가지지 않으면 
x = a 에서 극한을 가지지 않는다. 

2) 함수 /(X) 가 x = a 에서 뜻을 가지고 극한이 있 
으면 lim f ( x ) - f ( a ) 이 다. 

x—>a 

3) x = a 에서 함수 /( x ) 외 그라프가 끊어지지 않고 
이 어져 있으면 함수 /( x ) 는 x = a 에서 극한을 가 
진 다. 

함수의 련속의 개 념은 함수의 극한개념과 밀접한 관계를 자진다. 


lim fix ) = f ( a ) 

x—^a 

m [대 함수 /( x ) 는 s x=a 에시 련속이라고 말한 a. 


함수 /00 가 점 X = a 에서 련속이 기 위 해서는 다옴 세 조건을 
만족시켜 야 한다. 

1) /( x ) 가 점 x = a 에 서 뜻을 가져 야 한다. 

2) 극한 lim /( x ) = A 가 있 어 야 한다. 

x—>a 

3) lim /( x ) = /( a ) 이 여 야 한다. 
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함수 /( x ) 가 점 x = a 에 서 련속이 아닐 때 점 a 를 함수 f ( x ) 




의 불련속점이 라고 부른다. 

함수가 주어진 점에서 련속인가 련속이 아닌가 하는것은 직관 
적으로 그라프가 주어진 점에서 끊어지지 않고 이어졌는가 또는 끊 
어져서 떨어졌는가 하는것과 같다. 

241 1. /(；0 = 3;<:고+；(：는 점 x =3 에서 련속이다. 

사실 /(3) = 3-3'+3 = 30 

lim f { x ) = lim(3x^ + x) = 3 - 3^ + 3 = 30 

X—>3 jc—>3 

이므로 

lim /( x ) = /(3) 

jc—>3 


ai 2. /(x) = 즈^은 점 x=i 에서 불련속이다. 

X-1 

사실 이 함수는 x^l 일 때 극한 2를 가지지만 x = l 에 
서는 뜻을 가지지 않는다. 그라프에서 보는것처 럼 이 함 
수의 그라프는 점 M(l, 2) 에 서 롬이 생겨 끊어 져 있 다. 



ai 3. /(;c) = ^ —은 점 ;c = 2 에서 불련속이 다. 

X-2 

사실 이 함수는 점 x = 2 에서 뜻을 가지 지 않을뿐아니 라 
x^2 일 때 극한도 가지지 않는다. 그라프에서 보는것처 
럼 이 함수외 그라프는 점 x = 2 에서 끊어 져 있다. 

함수 / (x) 가 주어진 구간외 매개 점에서 련속이면 함수 / (x) 는 
그 구간에서 런속이 라고 말한다. 특히 /(x) 가 닫긴구간 [ a , Z>] 에 서 련 
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속이 라고 할 때 왼족 끝점 a 에서외 련속성은 lim /( x ) = /( a ) 로 정 

x—^a 

외 하며 오른쪽 끝점 에서외 련속성은 lim /( x ) 그 / ( Z 0 로 정외 한다. 

x—>b 

구간에서 련속인 함수외 그라프는 끊어지지 않고 이어져었는 
곡선으로 나타난다. 우리가 늘 다루고있는 함수들인 

y = y = sinx , y = cosx , y = tanx , y = y = log ^ x 

등은 다 그것들이 정의된 구간에서 련속이다. 

이 함수들외 그라프름 보면 직관적으로 그것이 련속이라는것을 
곧 알수 있다. 




3-12 zm 3-13 
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그림 3-14 


그림 3-15 



문 제 

다옴 함수들은 어데서 련속이고 어데서 불련속인가? 


1) y = 

X ~ 2.x ~ 3 

2) y = 

x"-4 

' x^-l 

X ~ 2. 

3) y = 


4) y = 

= cos(x + 2) 


X 


련습문제 

1 . 다옴 수렬들가운에서 수렴하는 수렬을 갈라내 고 그 곡한을 구하 
여라. 


1 ) 1 _ _ ... _ 

' 4' 9^ ' 

2) 1 -1 i _i 

^ ' 2 ' 3 ' 4 ' 

2 _2 3 3 

^ T ' ~1' 2' ~2' 


(- 1 ) 


n-1 


n 

n-\-\ 

? 

n 


n-\-\ 


2. 다옴 수렬 들가운에 서 수렴하는 수렬 을 갈라내 고 그 곡한을 구하 


여라. 


1 ) 


^ 2n ^ 


2 ) 


n + lj 

3. 다옴 극한을 구하여 라 


\l + n 


3) 


n-\-l 


4) 


^ i +(- i ； r * 


1) lim 


n -2n-\-3 
- 3 n^+l 


2) lim 


sinw 


« 나 00 n 


3) lim 


■yj it ~\~3 ~ -yj n ~\~ 2. 


yht + l -4n 


n 1 

4) lim -—— — (a > 0, a^\) 


n^co a — \ 


다음 함수들의 곡한을 구하여라. 


1) lim 3x^(x-2) 

a:->-3 


2) lim 


+3x 


나 1 2x + l 


3) lim- 


x-l 


•내 X +3x-4 


신 
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5) lim 

x^O 


3 x ^ - 2 x ^ ■ 
5 x 


6) lim 


cosx 


.생 3 -x 


5. 다옴 함수들의 곡한을 구하여 라. 


1) lim 


V ^-2 


내 X -5 


2) lim 


^X \ — 2 


나^ ylx + S -3 


3) lim 


■ ■\l X 2. 


-2V4^-3 


4) lim 

h^O 


^y + h -^ 


h 


5) lim 


2 - 4 ^ 


니 X -49 


6) lim 


3 — Vs + X 


나 4 1_7^ 


6. 다음 함수들의 곡한을 구하여 라. 


1) lim 


sinmx 


니 0 sin nx 


2) lim - 


X 


X—>0 ^ 

tan — 
2 


3) lim 


sin 고 3x 


x 나 0 


4) lim 


1- cos ^ 


5) lim - 


X 

sm 3 x 
그 l -2 cosx 


0^0 ^sin^ 


다음 함수는 어 데서 련속이 고 어메서 불련속인가? 


1) y = 


2 x -\ 


2 .x + 3 x + 1 


2) y — X ~ i ~ — 

X 


3) y ■■ 


X 고 - 1 


8. 다옴 함수/에 대해서 


/0 + /0, f{a + h )- f { a \ 


f{a + h )- f { a ) 


h 


을 각각 구하여 라. 

1) fix ) = 

3) fix ) = ax ^ + Z?x + c 


2) fix ) =ax + b 
4) f { x ) = 
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1. 미분결수(번화*) 


제2절. 도함수 


함수 J = /( x ) 가 주어졌다고 하자. 

X 의 값이 a 로부터 a + M ^^ O ) 까지 변할 때 


X 

a a + h 

y 

f ( a ) f{a + h ) 


X 외 값외 변화는 h 
J 외 값외 변 화는 f{a + h )- f ( a ) 

이 때 X 와 J 의 값의 변화를 각각 
Ax - h . Ay - f (a + h ) - f ( a ) 

와 같이 표시 하고 Ax ( « 델 타 X » ) 를 X 외 증분, Aj ( « 델 타 J » ) 
를 Ax 에 대 응하는 J 외 중분이라고 부론다. 

증분은 정 일수도 있고 부일수도 있다. 

함수의 증분 Aj 의 변수의 증분 A;c 에 대 한 비 
Ay _ f(a + h )- f ( a ) 

Ax h 

를 X 외 값 이 a 로부 터 (3 + /! 까지 변할 때 의 함수 j = /( x ) 외 
평균변화폴이라고 부른다. 이 평균변화률은 변수 X 의 증분 
쇼»； = /! 에 따라 달라진다. 


국한 


lim 보 = lim 

/(a + Aj)-/(a) 

Ax 나 0 Ar Ax-^'O 

Ax 

가 었으면 g! 수/ (x) 는 X = 

= a 에시 미분가농하다고 말한다. 

그리고 0 [ 조© 점 x = ^ 

1 에서의 f ( x ) 의 미분결수 또는 mm 

0 [라고 부로 il f ( a ) 로 표 AI 한다. 족 

na ) = lim /(« + 늬 - /( 기 

Ax : 나 0 

Ax 


/ >) 를 /( a ), 반요, 등으로도 표시한다. 

dx dx 
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ai 1 . 함수 _y = x"+x 의 점 X=2 에서외 미분접수를 구하여 라. 
(될이) 점 x=2 에서 변수의 증분을 스^ = /!로 표시하면 

Aj = /(2 + h)-f{2) = [(2 + hf + (2 + h)] - (2^ + 2) 그 5k + k^ 

2와 2 + /!사이에 서 함수의 평 균변화률은 

Ay /(2 + k)-/(2) 크나 
Ax h 

Ax^O 일 때 이것 외 곡한을 구하면 
lim — = lim(5 + /z) = 5 

Ax — >0 At /?—>-0 

따라서 함수 7 = ；1：고 +；|：는 점 x = 2 에서 미분가능하고 그 
변화률은 

/X2) = 5 

문 제 

1. 함수 / (x) = 3x" 에 서 변 수 x 가 다옴과 같이 변 할 때 평 균변 화률 
을 구하여 라. 

1) -3 에서 1까지 2) 3에서 -2 까지 3) 2에서 2 + /!까지 
또한 /"(2)를 구하여 라. 

2. 다옴 함수에 대 헤서 /^3), /^a) 를 각각 구하여 라. 

1) /(x) = 10-2x 2) / (x) -3x-x^ 

미분결수의 그라프적의미 

미 분접수 /'(a) 가 함수 /(x) 외 그라프에서 어떤 의미를 가지는 
가를 보자. 그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이 
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zm 3-16 


ZE! 3-17 



MP = Ax 

NP - - f(a + h)- f (a) 

Ay NP 

—— = - = tan a 

Ax MP 

즉 평균변화률은 가륨선 MN 의 방향접수몹 나타낸다. 

이게 스^ = /?^0 이면 점 N 은 함수 /(x) 의 그라프 L 를 따라 
점 M 에 끝없이 가까와가고 가름선 MN 은 그 방향을 점 차 바무면 
서 직선 MT 에 얼마든지 가까와간다. 이 직선 MT 를 점 M 에서 
곡선 L 에 그은 a 선이라고 부르고 점 M 을 이 접선외 a 점이라고 
부른 다. 

가륨선 MN 이 접선 MT 로 가까와같 때 이 다. 

따라서 함수 /(x) 가 점 a 에서 미 분가능하면 

f\a) = lim — = lim 프로 = lim tana = tan 8 
Ax^O Ar N->-M MP a 서 5 
(NeL) 

그런 데 tany0 는 접 선 MT 의 방향접 수이 다. 이 리 하여 미 분접 수 
는 함수의 그라프에 서 접 선의 방향접 수를 의 미한다. 

31 2. 포물선 j = 외 점 (1, 1) 에 서 그은 접 선외 방정 식 을 구 
하여 라. 

(SOD 점 (1, 1) 에서 포물선 j = 



= lim (2 + Ajc) = 2 

Ar^O 


즉 접선의 방향접수는 2이 다. 

포물선 j = 외 점 M(l, 1) 을 지 나면서 방향접수가 2 
인 직선을 그으면 그림 3-18 과 같다. 이것이 곧 j = x 고 
외 그라프외 점 M(l, 1) 에서 그은 접선이다. 
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그 방정식은 


이므로 


또는 



X-1 


y - l - 2 ( x - 1) 
2 x — — 1 = 0 


문 제 

1 . 포물선 j = x 고의 점 (2, 12) 에서 그은 접선의 방향접수를 구하 
여라. 

2. 포물선 j = x"-2x + l 외 점 (2, 1) 에 서 그은 접 선의 방향접 수를 
구하고 그 방정식을 써 라. 

3. J 측에 평행인 접선을 그을수 있는 점에서 함수는 미분가눙하지 
않다. 왜 그런가? 

4. 함수 y=|x| 는 점 x = 0 에서 미분가눙하지 않다. 왜 그런가? 

1) 정의 에 맞추어 따져보아라. 

2) 이 점에서 주어진 함수의 그라프에 접선을 하나로 그을수 
있는가를 생각해보고 대답헤보아라. 

5. 함수 y - fix ) ;«： = a 에서 미분가눙하면 x = a 에서 련속이다. 
왜 그런가? 


미분결수의 력학적의미 
어떤 물체가 운동법칙 

s -/(0 

에 따라 직선운동을 한다고 하자. 이것은 시간 ?외 함수로서 물체 
가 운동한 거 리 S 를 표시한다. 

어떤 순간 ? 에서부터 A? 만 한 시간이 지 나는 동안에 물체가 
운동한 거 리를 As ■ 로 표시하면 
^ - /(^ + 

따라서 시각 ?와 ? + 스?사이에서의 물체외 평균속도는 
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_ ^ _ /( 브 + ^0~/(0 

^~~도~ A ? 

물체가 등속직선운동을 한다면 17산가 바로 물체외 속도로 될것 
이다. 그러나 부등속운동을 하는 경우에는 순간마다 속도가 달 

Ac 

라진 다. 그러므로 V .. =——는 시 각 ? 와 A ? 에 따라 달라진다. 그 

At 

러 나 A ? 를 작게 잡으면 잡을수록 V 보 는 시 각 t 에 서 외 물체 의 속 
도를 보다 가깝게 표시 한다고 볼수 었 다. 그러 므로 A ? 나 0일 때 의 
평균속도외 곡한 

, . f{t + At ) — f { t ) 

lim V ., = lim ---스■느스 

At^O At^O A? 

를 순간 ?에서외 물체외 속도로 정할수 있다. 즉 시각 ? 에서의 
물체의 속도를 Z ； (기로 표시하면 

v{t)-m 

이 러 하여 


n [분결수는 력학적으로 순간속도뿔 의 m 한다. 


31 3. 높은 곳에서 떨어지는 물체외 떨어진 거 리 5와 떨어지는 
시 간 ? 사이 에 는 공기 의 저 항을 무시하면 


라는 관계가 있다. 여기서 g 는 중력가속도이다. (g « 9.8 m / s 고 ) 
물체가 떨어지기 시작하여 ?초 되는 시각의 물체의 속도 
를 구하여 라. 

(#0[) 시각 ? 에서부터 A ? 만 한 시 간이 지 나는 동안에 물체 가 
떨어 진 거 리를 As 라고 하면 
As - s{t + / S . t ) - s { t ) 


-■ -g{t + AO - -gr ^gt-At + -g(Aty 


스 5 g?-A? + -g(A0 

= —— = 료 ' 


+ ~ 쇼 0 


이므로 
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lim V ., - lim —— = lim g \ t +— A ? = gt 

쇼 ^ A/^0 A? A? 사 0 % 2 ) 

이 러하여 구하려는 속도는 
17(0 = gt 

즉 물체가 떨어지기 시작하여 ?초 되는 순간의 물체의 
속도는 gt 이 다. 


문 제 

1 . 어떤 물체가 운동법칙 s(?) = ? 고- ? + 1 에 따라 직선운동을 한다. 
시간 ?가 다옴파 같이 변할 때 그 평균속도를 구하여 라. 

1) 2에서 3.1 까지 2) 2에서 3.이까지 

3) 2. 99에 서 3까지 4) 3에 서 3 + /! 까지 

2. 어떤 물체가 운동법칙 5(0 = ?고 -2? + 1에 따라 직선운동을 한다. 
시각 ? = 2, ? = 5에서외 속도를 구하여라. 


2 . 도함수 

함수 /( x ) 가 구간 { a , ZO 외 매개 점에서 미분가눙하면 함수 
/( x ) 는 구간 ( a , ZO 에서 미분가능하다고 말한다. 

함수 /00 가 구간 ( a , 니에서 미분가눙하면 U , ZO 외 매개 
점 X 에는 그 미분접수 /( x ) 가 대응한다. 이것은 { a , b ) 를 뜻구 
역으로 하고 미분접수들의 모임을 값구역으로 하는 하나의 새로운 
함수가 정 해 졌다는것 을 외 미한다. 


01 AH 로문 수 B f 로 표시하고 / 로¥61 이 S 어졌다는 
의 n [에서 ° K ^ / 의 도함수라고 부 sa . 족 

f(x)^ lim /( 가 Ax)-/(x) ^ b) 

Ax 


도함수 f 를 

/， fix ), 

등으로도 표시한다. 


dy 
dx" 


df{x) 

dx 
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ai 1. j-x 고 의 도함수를 구하여 라. 

( m \) 임의의 점 X G (- O 0, +00) 에서의 증분을 Ax 라고 하면 
Ay = /(x + Ajc) - /(x) = (x + AxY - 
- 3x^Ax + 3x{Ax)^ + (Ax)^ 

= Ax [ 3 x ^ + 3 x ( Ax ) + ( Ax )^ ] 

따라서 

lim — = lim [ 3 x ^ + 3 x ( Ax ) + ( Ax )^] = 3 x ^ 

Ajc^O Ar 사 0 

조 

y' - 3x^, X G (-00, +Go) 

이때 

f'(l) = 3-l^ =3, /'(-3) = 3-(-3)^ =27 

ai 2. j = - 외 도함수를 구하여 라. 

X 

(MOD 임외의 점 x ( x ^ O ) 에서의 증분을 A;c 라고 하면 


Ay = /(x + Ax )-/( x )： 

Ay _ 1 


tsx 


x + Ax X 


x(x + Ax ) 


Ax x(x + Ax ) 
이므로 


:: z. 


lim 보 = lim 

Ax 나 0 Ar Ax 나 0 


y 


x(x + Ax ) 


이때 f {-2) = - 


/ 대一슬 一 i 


(- 2)2 4 ' 

도함수를 구한 걸파를 표시 하기 위 하여 때 로는 


( x ^ y ^3 x \ 


와 같이 쓰기도 한다. 
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문 제 

1. 다옴 함수의 도함수를 구하여 라. 

1) y -3x- 5 2) y = 3-x^ 

3) s — 2 — 5t^ 4) M = -~ — 

V 

2. /( x ) = a / 도외 다옴 도함수를 구하여 라. 

/(!)-?, r(4) = ?, r(25) = ? 

3. 도함수계산 

도함수를 구하는것을 미분한다고 말하고 도함수를 구하는 산범 
을 미분법이라고 부른다. 먼저 간단한 함수의 도함수를 구하고 도 
함수계산에서 널러 쓰이는 미분법의 규칙을 이글어내기로 한다. 

(1) 상수의 도함수 

f { x)-C ( C 는 상수) 라고 하면 
Ay = /(x + Ax) - f(x)=c-c = 0 
이므로 



( 2 ) J = (n 은 정의 몸근수)으 I 도함수 

/( x ) = x 고 이 라고 하면 
Ay = /(x + Ajc) - /(x) = (x + Ax)^ - 
= 2x* Ax + (Ax) 고 

Ax Ax 
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이므로 


lim — = lim (2x + Ax) = 2x 

Ax 나 0 At Ax 사 0 

(x^y - 2x 

/(x) = ；r^ 이 라고 하면 앞외 례 1에 서 본바와 같이 

(x^y = 3x 고 

일반적으로 /(x) = x "일 때 


X 

c 

(x^y = nx^~^ {n gN) 

u 



(3) 상수배의 도함수 

y-cf (x) (c 는 상수) 라고 놓으면 

Ay = cf(x + Ax)-cf (x) = c[f(x + Ax)- f{x)] 
Ay _ „ /(x + Ax)-/(x) 

-— C • - 

Ax Ax 

이 므로 /(x) 가 미분가능하면 


lim 느 lime./ ■바써-■사기 


Ax-M) Ay Ax 나 0 


Ax 


초병"뽀-대 




(c/w) = cf\x) 


ai 1. 1 ) j = 이면 

y' - (3x 고 y = 3(x 고 y -3-2x - 6x 
2) s = 크이 면 
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5 너 2?^y = 2(? 즈 y = 2-5? 각 =10? 각 

sX0) = 10-0^=0, 5^2) = 10 -2 각 =160 


문 제 

1 . 다옴 함수외 주어 진 값에 따르는 도함수를 구하여 라. 


1) J = /(!) = ? 

다움 함수를 미분하여라. 

2) 

y = 2x + 3x^ y(0) = ? 

1) j = /(0) = ? 

2) 

f 3 ' 

p-O'^, p' —n - ? 


U J 

3) y - -2x^ 

4) 

3 4 

J = --X 

(4) 함과 차의 도함수 




^ = /(기 + ?(기 라고 놓으면 

Ay = [/(^ + Ajc) + g(x + Ax)] - [/(x) + g(x)] 

= [/(x + Ax:)- /(x)] + [g(x + Ax)- g(x)] 

Ay _ f(x + /^)-f(x) ^ gjx + Ax) - g(x) 

Ax Ax Ax 

이 므로 f{x), g(x) 가 미 분가눙하면 
lim ^ = lira /(^ + ^)~/W , gjx + Ax)-gjx) 

AjC Ax 나 0 AjC Ax^O AjC 

= fix) + g'ix) 

즉 ,_ Q 

Xl ^ 

{f(x) + g(x)) = f(x) + g'(x) 

차의 도함수공식도 곡 마찬가지 로 하여 
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{fix) - g(x)) = fix) - g'{x) 




함수가 3개 이상인 경우에도 합과 차외 도함수공식 이 그대로 성 
럽한다는것 을 쉽 게 알수 있 다. 

례를 들어 

(/00 + g{x) + h{x)) = f'(x) + g'{x) + h'(x) 

{fix) - g{x) - h{x)) = fix) - g'{x) - h'(x) 

ai 2. 1) j = 고 + 6x + l 이면 

y = (5x^+6x+ly = (5x 고 y + (&cy + (ly 
= 5*2x + 6*l + 0 = 10x + 6 
2) s = 36»^ +26>^ - 5 이 면 

/ = (36>^ + 26>^ - sy = (36>y + (26>^y - (sy 
^ 3 - 36 >^ + 2 - 26>-0 = 96 >^ + 46 > 

/(I) = 9-1 고 + 4-1 = 13 
/(a + /?) = 9(a + b'f + 4(a + b) 

ai 3. j = (2;c-l)(3;c-2) 이면 

(2;c-l)(3x-2) 를 풀어 서 미 분한다. 
y - (2x - 1) (3x -2) = 6x 고 -7x + 2 
이므로 

y = ((2x - 1) (3x - 2)) = (6x^ -7x4- 2)' 
^(6x^y-(7xy+(2y 
= 6 • 2x — 7 • 1 + 0 = 12x — 7 

문 제 

1. 다음 함수를 미분하여라. 

1) y = 3x-2 2) y = 1-x-\-2x^ -5x^ 

3) V = —— 2.x + 5 4) s — — 2?^ + 2 

3 

5) y - -¥ nx, y(l) = ?, y{ci) - ? 

6) y = agX^ + + •■• + a 니 x + 
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2. 다옴 함수를 미분하여 라. 

1) y = x(2x - 1) 2) y = (x- 7)(5x + 1) 

3) y = (2x + 3)^ 4) j = (4 - x)(x + 2) 

5) y = x^(2x + 3) 6) j = (1 - x)(x^ + 2x-\) 


(5) 적상으 I 도함수 



사실 

(1) J = /( x )" g ( x ) 라고 놓으면 

Ay = fix + Ax ) - g(x + Ax )- fix ) - g { x ) 

= /(x + Ax ) - g(x + Ax ) - f ( x )' g(x + Ax ) + 

+ fix ) - g(x + Ax )- fix ) - g ( x ) 

= lf(x + Aj)- /( x )] • g{x + Ax ) + fix ) • [ g{x + Ax )- g { x )] 
이므로 


^ = / o 씨 - / ( X ) 료 스^ 수 씨 수 써 g(x + Ax)-g(x) 
Ax Ax Ax 

lim ^ = lim /( 다 씨 - /W 수 씨 수 

Ax-^'O At Ar^O Ay Ax 사 0 


수 ■에^ 0 


g(x + Aj) - g{x) 


= fix) lim g(x + Ax) + f{x)g{x) 

Ax 나 0 

그런메 g ■는 미분가능하므로 련속이다. 따라서 

lim 본 = f\x) • g(x) + f(x) • gXx) 

Ax^o Ax 

즉 /*g 는 미 분가능하고 

{f(x) • gW) = f(x)g(x) + f(x)g'(x) 

(2) 도 (1) 과 목 마찬가지 로 증명할수 있다. 
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문 제 

1. = /?( x ) + /( x ) gXx ) h { x ) + f { x ) g { x ) h '( x ) 

가 성 럽 한다는것 을 증명 하여 라. 

2. 다옴 함수를 미분하여 라. 

1) y - (2 x - 5)(3 x + 1) 2) j = (1 - 3 x )(3 x ^ -x + 2) 

3. 다옴 함수를 미분하여 라. 

1) j = ^ - 2) 5 = - 

\-7 x e 

. 2 x -\ 

3) y = - 

( x - lXx -3) 
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앞에서 본 공식들을 하나로 묶어보면 다옴과 같다. 


(1) (cy = o(c 는상수 ) 

(2) {x")' - nx " 니 (n S 자연수 ) 

(3) (c/(;c)y=c/Wc 는 feK 노 ) 

(4) [fix) + g(x)) = f'{x) + g'(x) 

{ fix ) - gW) = fix) - g'(x) 

(5) (/(x) • g(x)y = f'{x)g{x) + f{x)g'{x) 

(6) f 섹 그 rWg(x) -/WW (배 굵 0) 

Uwj g (x) 


ai 6. 포물선 j = x 오 - 4 x + 5 외 점 M (3, 2) 에서 이 곡선에 그은 
접선외 방정 식을 구하여 라. 

(go I ) y ' = ( x 고 - 4 x + Sy - 2 x - 4 
y (3) = 2-3-4 = 2 

이므로 구하려는 접선의 방향접수는 2이 다. 즉 

^ = 2 
X-3 

따라서 접선의 방정식은 
y-2 = 2(x-3) 

또는 

2x - y - 4 = 0 


문 제 

1. 포물선 J = 외 점 (1, 0) 에서 이 곡선에 그은 접선의 방정 
식을 구하여라. 그러고 이 접선이 X 측파 이루는 각을 구하여라. 

2 . 어떤 물체를 처옴속도 300 m / s 로 땅면에 수직되게 쏘아올렸다. 
?초후외 물체의 높이를 / nn 라고 하면 

h ^300 t -4.9 t ^ 

이 다. 이 물체가 가장 높은 높이에 이르기까지의 시간과 그 높 
이를 구하여라. 그러고 다옴 순간에 물체가 을라가는가 떨어지 
는가를 말하여 라. 

1) ?=20초 2) ?=30초 3) ?=32초 
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련습문제 


1 . 함수 j = — 에 대 하여 다옴것 을 구하여 라. 

3 

1) x = l 과 x = 2 사이 에서 의 평 균변화률 

2) x = 2 와 x = 3 에서의 평 균변화률 

3) x = 3 에서의 변화률 

2 . 다옴 함수들을 미분하여 라. 

1) y = 0.5-3 x 2) y = 5 x - 4 x ^ 

3) s = 10 - + 2 t ^ 4) ( p ( x ) = mx " + nx "' 

5) y = -2 x ^ +x 6) y = ■^(2 x + 1)^ 

3. 다옴 함수들을 미분하여 라. 


1) y = x ^( l - x ) 2) j = (5 z 오- 1)(3 + 2 z ) 

3) y = ( l -4 s ^)(2 s ^ +1) 4) y = ( x " + + a ™) 

4. 포물선 J = - x 오 + 2 x 에 그은 접선이 X 측의 정방향과 0° 외 각을 
이루는 접점은 어떤 점인가? 또한 45° 의 각을 이루는 접점은 
어떤 점인가? 


5. 점 x = 0.5 , x = l 에서 포물선 = x 고- 2 x + 5 에 그은 접선의 방 

정식을 각각 구하여라. 


제 3 절. 도함수으 I 읍용 
1. 함수값으 I 증가와 갑소 

함수값의 증가와 감소는 도함수의 부호와 밀접한 관계를 가지고있다. 
함수 /( x ) = - x ^+4 xl - 놓고 그것을 알아보자. 
f '{ x ) - -2 x + 4 = -2 {x - 2) 

이 므로 함수 /( x ) 외 그라프의 x = a 에서외 접선의 방향접 수는 
/'( a ) = -2 {a - 2) 
a <2 일 때 f ( a ) > 0 

이 므로 X 자러표가 2 보다 작을 때 접 선외 방향접 수가 정이 므로 그 
라프는 왼족에서 오른 족으로 오른 다. 따라서 X 외 값이 커짐 에 따 
라 /( x ) 의 값은 커 진 다. 
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a>2 일 때 /"( a )<0 이므로 X 자러표가 2보다 들 때는 접선의 
방향접 수가 부이 므로 그라프는 왼족에 서 오른쪽으로 내린 다. 따라 
서 X 외 값이 커짐에 따라 /너의 값은 작아진다. 

이 와 같이 /"너 의 부호에 따라 함수 /( x ) 외 값외 증가와 감 
소를 관정할수 있 다. 

(MS 구간 Oil 시 

1 ) fix ) > 0 이 H fix ) 는 01 구간에서 W [■한다. 

2) /"( x )<( H 3 IW /( x ) 는 이 구간에서 감소한다. 


어떤 구간의 어 데서나 / Xx ) = 0 이면 이 구간의 매 개 점 에서 함 
수 /( x ) 의 그라프에 그은 접선은 x 측에 평행 이 다. 그러므로 그라 
프자체도 X 측에 평행인 직선이다. 

따라서 함수 /( x ) 는 이 구간에 서 상수이다. 


함수 /( x ) 기- (HH 구간의 어데서나 /( x ) = 0 이면 함수 
/( x ) 는 이 구간에서 상수이다. 


려| 1 . 함수 j = 는 어 데서 증가하고 어데서 감소하는가? 

(SOD /Xx) = 3x 고 -3 = 30c + l)0c-l )이므로 
; c<-l 에 서 f \ x ) > 0 
- l <; c<l 에서 f '{ x ) < 0 
; c>l 에서 f \ x ) > 0 

따라서 ^ = ；<：크 -3；>(： 는 (- 00 , - 1 ) 과 ( 1 , + co ) 에서 증가하 
고 (-1, 1) 에서 감소한다. 
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려 I 2. 함수 j = x 고은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 

(#01) f{x) = 3x^ 

이므로 x>0 에서나 x<0 에서 f\x) > 0 
X = 0 에서 f'{x) - 0 

따라서 j = x 그 은 점 x = 0 까지 포함하여 (- CO , +Go) 에 서 
증가한다. 


문 제 

1 . 다옴 함수는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 

1) y = x ^-3 x 2) y - -2 x ^ + 8 x +1 

3) y = x ^- I 2 x + 1 4) y = -12 x + l 

2 . 2 차함수 y = ax ^ +bx + c { a ^ Qi )^ 어데서 증가하고 어데서 감소하 
는가? 그라프를 그려서 그 모양을 살펴보아라. 

2. 함수으 I 국대와 국소 

앞에 서 본 함수 j ^ = x ^-3 x 에 서 

x = -l 은 J 외 값이 증가하다가 감소로 넘어 가는 경 계 점 
x = l 은 J 외 값이 감소하다가 증가로 넘어가는 경계점 
으로 되 여있 다. 

함수 /( x ) 외 값이 x = a 를 경계로 하여 증가하다가 감소하면 
/( x ) 는 점 x = a 에서 국대로 된다고 말하고 /( a ) 를 국대값, ^ = « 를 
국대점이라고 부른다. 

또한 X 나 를 경계로 하여 감소하다가 증가하면 /( x ) 는 점 
x = 에 서 국소로 된다고 말하고 /( Z ?) 를 국소값, x = 를 국소점이 라 
고 부론다. 
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곡대값과 극소값, 곡대점과 극소점을 각각 통털어서 국값, 국값 
점이 라고 부른다. 

함수 / ( x ) - - 3 x 에 서 

x = -l 은 극대 점 이 고 /(-1) = 2 는 극대값이 다. 
x = l 은 극소점 이 고 /(I)그 -2는 곡소값이 다. 

함수 /(x) 가 x = a 에서 곡값을 가지면 함수값이 증가로부터 
감소로 또는 감소로부터 증가로 바무어 지 므로 도함수 /"( x ) 는 정 
으로부터 부로 또는 부로부터 정으로 부호가 바권다. 

따라서 점 x = a 에서 / Xa ) = 0 이여 야 한다. 

이 로부터 다옴과 같은 극값관정 조건을 얻는다. 


국대국소관정조건 

fix ) = 0 에 맞는점 X = a 볼 구51•고 그 왼쪽 IF 2S3E(HIA [ 
/"(x) 의 부호볼 살면다. 0[[[H 그 부호가 

1) 정으로¥61 부로 a of 면 x = a 는 국대점이고 

2) 부로5^다 정으로 HoH X = a 는 국소점0 [다. 


/'( x ) = 0 에 맞는 점 을 함수 /( x ) 외 m 물점 이 라고 부론다. 

함수 /00의 곡값점 을 구하자면 던 저 방정 식 /( x ) = 0 을 풀어 
머 물점 을 찾고 머 물점 외 왼족과 오른쪽가까이 에 서 /(X) 외 부호를 
보고 곡대 , 곡소를 관정한다. 


머물점 

Cl • • • 

관 정 

fix) 

+ 0 - 

- 0 + 

± 0 ± 

곡대점 
곡소점 

곡값점이 아니다. 


76 








ai 1. 함수 j = 2 x ^-3 x 오- 12 x + 6 의 극값을 구하고 대략적인 그 
라프를 그려라. 

(SOI) 이 함수외 뜻구역은 (-«, +«) 이 다. 
f '{ x ) - 6 x 고 - 6x -\ 2 - 6(x + l)(x - 2) 

/ Xx ) = 0 에 맞는 점을 구하면 Xi = -1, X 2=2 

/( x ) 의 부호를 살펴 /( X )외 값의 증가, 감소를 표로 표 

시 하면 다옴과 같다. 


X 

X < — 1 

-1 

~ 1 < X ^ 2 

2 

2<x 

fix) 

+ 

0 

— 

0 

+ 

fix) 


13 


-14 



이 리하여 이 함수는 x = -l 에 
서 극대 값 /(-1) = 13 , x = 2 에 
서 곡소값 /(2) = -14를 자진 다. 
표를 보고 J 측과의 사점 점 이 
(0, 6) 이 라는것 을 고려하여 이 
함수의 대 략적인 그라프를 그러 
면 그림 3-24 와 같다. 


문 제 

1 . 다옴 함수들은 곡값을 가지는가? 
1) y - 2 x + 3 2 ) y - - x ^ - x 



2. 다옴 함수들외 곡값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 


1) y = x^-6x 2) j = 3x^ + 2 

3. 함수 /(x)=j^ ■오^ 은 전구간 (- 00 , + 00 ) 에서 미분가능 

[-X + 1, X < 1 

한가를 따저보고 곡값을 구하여 라. 


주어진 구간전체에 걸처서 함수의 최대값(최소값)을 구하자면 
먼저 그 구간아낙에서 극대값(곡소값)을 다 구하고 여기에 구간의 
끝점이 있다면 끝점에서외 함수값을 덧붙여 이가운데서 가장 큰(작 
은;) 값을 잡으면 된다. 
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3 

ai 2. 함수 /( x ) =—- 2 x "+ 3 의 구간 [-1, 기에서의 최대값과 
최소값을 구하여라. 

(SOI) 던저 (-1, 2) 에서 극값을 구하자. 

f '{ x ) - - 4 x - x(x - 4) 

이므로 머물점은 xi = 0, X 2=4 
그런데 X 2 = 4 는 (-1, 2) 의 점 이 아니므로 버린다. 
- l < x <0 에서 fix ) > 0 
0< jc <2 에서 fix ) < 0 

이므로 x = 0 은 /( x ) 의 극대점이고 극대 값은 /(0) = 3 
이 다. (-1, 2) 에 서 /(X) 의 극소점 은 없 다. 

두 끝점 -1 파 2에서외 함수값을 구하면 

/(-l) = ^-2-(-ir+3 = | 
f{2) = ^-2-2^+3 = -2^ 

이 리하여 구간 [-1, 2] 에서 주어 진 함수 /( x ) 외 최 대 

값은 /(0) = 3이고 최소값은 /(2) = -2 i 이 다. 

B 4 I 3. 두 변외 길이가 각각 45 cm , 24 cm 인 직4각형모양의 철관 
이 있다. 네 귀에서 같은 크기의 바른4각형을 잘라내여 
뚜평이 없는 함을 만들려고 한다. 네 귀에서 얼마만한 
크기의 바른4각형을 잘라내면 그 체적이 가장 크게 되겠 
는가?(그림 3-25) 

(플 01) 네 귀에서 잘라내는 바른4각형의 한 변외 길이를 X cm 
라고 하면 함의 체적 V 는 다옴과 같이 표시된다. 
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그 a 3-25 







V = fix) = (45 - 2 x\ 2 A - 2 x)x (0< x <12) 

이 러 하여 문제 는 구간 (0, 12) 에 서 이 함수의 최 대 값을 
구하는 문게로 된다. 

f'{x) = -2(24 - 2 x)x + (45 - 2 x )( - 2 )x + (45 - 2 x )(24 - 2 x) 

= 12( x ^-23 x + 90)=12( x -5)( x -18) 

머물점은 xi =5, ; C 2 = 18 이 다. 그런데 18은 (0, 12) 밖 

의 점 이 므로 버린 다. 

외 왼족과 오른족가까이 에서 도함수 /( x ) 외 부호 
를 보면 

x < 5 에서 f'{x) > 0 , X > 5 에서 fix) < 0 
이므로 xi =5 는 구간 (0, 12) 에서 함수 /(X) 외 유일한 
극대점 이며 곡대값은 /(5) = 2450 이 다. 

이리하여 한 변의 길이가 5 cm 인 바른4각형을 네 귀에 
서 잘라내여 함을 만들면 된다. 이때 함의 체적은 
V = 2450 cm ^ 


문 제 

1 . 다옴 함수의 최대 값과 최소값을 구하여 라. 

1) /( x ) = l -2 x - x \ [- 2 , O ] 

2) f ( x )^ x ^- 2 x ^ + 3 , [-2, 2] 

2 . 직경이 (/인 원목에서 가장 큰 자륨면을 가지는 직4각형보를 잘 
라내려고 한다. 자롬면외 치수를 어떻게 잡으면 되겠는가? 


련습문제 


1 . 다옴 함수들은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 

1) y = 2 x ^ - 6 x + l 2) y = - 3 x ^ - 8 x 

3) y = x(x + 3 )(x - 5) 4) y = x ^( x -3)^ 

2 . 다옴 함수는 수측전체에서 증가하거나 감소하는 함수라는것을 
밝혀라. 


1) y = l - 6 x + 4 x ^ - 2 x ^ 2) y = x ^ -{ X - xf ' 

3. 다옴 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 
1) j = x ^-10 x + 10 2) y = (2- x )(4 x + 7) 


3) y = l 0 + 6 x - x ^ 
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4. 다옴 함수의 곡값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 

2 1 

1) y = 2x^ + 3x^ + 6x - 2 2) y = x^{l-x)^ 3) j = —i - 

X +1 

5. 함수 j = 고다스 가 점 에서 극대값 5 를 자진다. 이때 

x ^ + l 

a , Z ? 외 값과 함수외 극소값을 구하여라. 

6. 함수 /( x )= ic +^ 외 곡대값이 0이 되도록 a 의 값을 구하여 라. 

2 r -3 

7. 다옴 함수의 최 대값파 최소값을 구하여 라. 

1) y = 2x^ - 9x^ + 12x-3, 0<x<l 

2) j = l + 36x + 36x 고 - 2x\ -10 < x < 4 

8. 반경이 R 인 반원에 내접하는 직 4 각형가운데서 면적이 가장 크 
게 되는것을 구하여 라. 


복습문제 


1. 다음 수렬의 곡한을 구하여 라. 


1) lim 


2n -\-5n-6 


n^co +^-1 

2. 다옴 수렬의 곡한을 구하여 라. 

T +1 

1) lim -:- 

„나00 2다1+1 

3. 다옴 곡한을 구하여 라. 

1) lim(3x^ - 2x + 5) 


2) lim --- 

« 나 ® (n + \){n + 2) 


2) lim 


{l>n)\n 


«나® (3 n + 1)! 


2) lim 


x ^-0.25 
■X — 0.5 


3) lim ^ 고 

니 Vx -1 

다옴 곡한을 구하여 라. 


1) lim- 

x ->0 


sin- 




3) lim 


4 

tarmx 


냐 0 mx 


4) lim 

나 0 


^j\ + x + - (x + 1) 


ON 1 . X - sin 4x 
Z) lim - 

니 0 X 


4) lim 

나 0 


1-cosx 
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5. 다옴 함수를 미분하여 라 . 

1) y = 2x^ - 3x 2) y = x(x + 1) 3) S = - + 2t 

6. 다옴 함수를 미분하여 라 . 

1) /(s) = (1-45^X25^ +1) 2) S = (2?H1)(4?^-5) 

7. 곡선 j^ = x^-4x 외 점 M(l, -3) 에서 그은 접선의 방정식을 구 
하여 라 . 

8. 곡선 >^ = ;r^-6x 오 + 4 에 대 헤서 다옴것 을 구하여 라 . 

1) x = a 에서 접선외 방향접수 

2) 접선외 방향접수가 0 인 X 외 값 

9. 다옴 함수는 어데서 증가하고 어데서 감소하는가 ? 

1) y = -4x^ +2 2) y = ^x{x - 3)^ 

10. 다옴 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라 . 

2 

1) y = x^-6x^ +9x-l 2) y = — — 

x + l 


— % _ 

오일레르의 과학연구찰동 

과학의 력사가 기헤！•고었는 큰 발30[나 HI 명들은 그 어느것 0 [s 
지 결코 쉽게 이력나?[것이란 없다. 그 갈 imirioii 기록도 I 여 gi 는 하나 
하나의 공식0[나 리론들에는 사람들의 고식 ( H 린 람구와 노 sro [ 것 MH 
2 i 다. 이것은 한생 a il 스란51 ilf ■학연구사에 um SiM [로 (1707 H 
-1783 H ) 의 경우볼 놀 H 보아도 그렇게 말 S 수 24다. 

오 SMI 로는 지-기 생 0 H 의 886?국의 론문을 ^^31 그기•문 QI 

시 400여건은 그가 맹인0 [ 도[여 사망하기 a 까■지 ^5것0 [라고 한다. 오 
SM [로의 론문들은 수학, 력학, 진문학, 기술공학, 철학 등 kTl 은 범우 I 
뿔 포팔하고 gi 왜 그 기 - Xl 에 giW 서도 미1우 의의았고 독&테인것0 [다. 
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제 4 장. 적분과 그 응용 


제1절. 적분 

1. 적분의 으 I 미 

함수 /( x ) 가 구간 [a, Z >] 에 서 련속이 고 /( x ) 새 이라고 하자. 

이 함수외 그라프는 X 측외 웃부분에 놓인다. 

이제 곡선 j = /( x ) 와 두 직선 x = a , x = 및 X 측으로 둘러 
싸인 도형 외 면적 을 구하는 문게 를 생 각헤보자. 

이 러 한 도형 을 곡선제형이 라고 부른다. 

구간 [a, Z )] 를 다옴과 같은 점들로 « 개의 부분으로 같게 
나누자. 

a = Xq < X[ < • • - < X 니 < Xj < ■■■ < - b 

이 때 Xj - x,._i = -—- (i = 1, 2, •••, n) 
n 

매개 나눙점 X ,(/= 1, 2, •••, n ) 에서 J 측에 평행인 직선을 
그어 곡선제형 을 «개의 작은 곡선제형 으로 나누자. 



그 a 4-1 그 a 4-2 

이제 나능구간 X,] 에서 한 점 I ； 를 임외로 잡고 이 

구간우에서는 작은 곡선게형을 [ X ,_ i ， X ,.]를 밑변으로 하고 /( 스 ,•) 를 
높이로 하는 직4각형으로 바무면 그 면적은 
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n 






매개 나능구간에 걸쳐서 이렇게 하면 주어진 곡선도형은 그림 
에서 와 같이 «개의 작은 직4각형들로 된 계 단형도형 으로 바뀌여지 
고 그 면적은 다옴 합과 같다. 

S „ =7(4^1) —— + /(4) —— + ••■ + /(4) —— 

n n n 

합기호 2： 를 쓰면 


s„=E/( 쇼 ,) 

/=1 


b - a 
n 


이 합은 구간 [ a , ■이 외 나능점 외 개 수 « 과 점 ^,0' = 1, 2, •••,«) 

를 어떻게 잡는가에 따라 달라진다. 그러나 나눙점외 개수 «을 
끝없 이 늘이면 구간 [ a , Z >] 는 무한히 잘게 나누어 지 고 이 때 계 단 
형도형은 곡선게형에 얼마든지 가까와간다. 그러므로 곡선제형외 
면적 S 는 계 단형 도형외 면적 S „ 의 n^oo 일 때외 극한으로 정할 
수 있다. 즉 


S = limS „ = limy /(#,)— 

«— >00 «—U 

i=l 

이와 같이 끝없이 잘게 나눈 다옴 그것을 다시 합하는 수범에 
따르는 우와 같은 합의 곡한계산은 곡선제형외 면적계산에서분만아 
니라 일, 압력 등 설천적으로 나서는 많은 량들의 계산에서도 하게 
된 다. 

일 반적 으로 함수 /( x ) 가 구간 [ a , Z >] 에 서 주어졌 다고 하자. 
이 때 /(X) 는 부수값을 잡아도 좋다. 

구간 [ a , Z >] 를 우에서 와 같이 « 개외 구간으로 같게 나누고 
매개 나능구간 [X 니 , X,.] 에서 한 점 옥,.를 임의로 잡아 합 

^ f b - a ''] 

s „= Z / (려 노 = —— 

/=1 V ^ J 


을 만들자. 이 합을 적분&이 라고 부른다. 
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함수 /(x) 가 구간 [a, 에서 련속이면 S 옥,. 름 어떻게 잡는 
기011 관게없이 국한 

limS„ = limV /(^,.)Ax: 

«— >00 n—><x> 

/ =1 

이 24 다. 0[ 국한을 a 에서 ^>까지의 /(x) 의 적분이라고 부로고 다 

mil- m\ sAi^r.K 

b 

J f(x)dx 

a 

주 f/(x)c/x= lim^/(^.)Ax 

J rt—>00 

a ^=1 

0[[[[| a 뿔 적분의 아레끝, b 를 적분의 웃 g, /(x) 뿔 피적분함 
수, ;c름 적분변수라고 부 S 다. 


적 분기 호를 쓰면 앞에 서 본 곡선게 형 의 면적 S 는 다옴과 같이 
표시된다. 

b 

S = J fix)dx 

a 

우에서 적분의 웃끝 b 4 아래끝 a 보다 큰 경우 즉 a < Z > 인 
경 우에 적 분을 정 외하였 다. 

적 분의 웃끝 가 아래 끝 a 보다 작거 나 같은 경 우에 는 다옴과 
같이 정 의한다. 

h 

a = ^ 이 면 J f (x)dx - 0 

a 

h a 

a > Z ) 이 면 J f {x)dx - ~j*/ {^)dx 

a b 

앞으로 따로 말이 없으면 련속함수에 대한 적분만을 생각하기 
로 한다. 

적분의 정의와 곡한의 성질을 씨서 다옴과 같은 적분의 성질을 
쉽게 증명할수 있다. 
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_ £ 

적분의 성질 

b h 

(1) J lrf { x)dx = ^ J /{^)dx 는 상수) 

a a 

b b b 

(2) J [/ ( X ) + g { x)'\dx = J f { x)dx + J g { x)dx 

a a a 

b b h 

J [ f { x ) - g { x)]dx = j f { x)dx - J g { x)dx 


사실 

^ n 

(1) \ kf { x)dx - lim (효 ) Ax 

J «— >00 

a ^=1 

n ^ 

= k lim V /(^-) Ax - k\f { x)dx 
«—>00 J 


(2) j [/ O ) + g ( x)]Jx = limJ [/( 스 ,.) + g (^,)] Ax ： 

a ^=1 

= lim y /(^, ) Aj + lim y g(^,.)Ax = [ f { x)dx + [ g { x)dx 

«—>00 n—>co * ■ J J 

/ =1 i=l a a 

성질 (2) 의 두번째도 곡 마찬가지로 증명된다. 


2. 적분계산 

b 

적분 외 값을 구하는것을 /( x ) 를 a 에서 ^> 까지 적분한다 

a 

고 말한다. 적 분값은 아래 글 a 와 웃끝 에만 관계되 고 적 분변수 
x 에 는 무관계하다. 그러 므로 x 를 다른 글자로 바무어 도 된 다. 

례를 들어 

b h 

I f ( x)dx = I f ( t)dt 
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ai 1 . xdx ^ 계산•여라. 


( SOI ) 구간 [0, 1] 을 다옴파 같은 점들로 «개의 부분으로 같 
게 나누자. 

. 1 2 n -\ n . 

0 < — < — <-< — = 1 


n n 


n n 


이때 A;c = -- 


/-I 


n n 


■■- (i = 1, 2, •••, n ) 
n 


매개 나능구간 
점으로 잡으면 


i -\ 


에 서 점 육, 를 그 오른쪽 끝 


n 

n 

따라서 적분합은 

s „= :•(다:£ 누:£ 


n n _ 

{i = 1, 2, •••, n ),/( x ) = x 이므로 


i=l / =1 

n-l n 


i=\ 

( 1 2 

- 1 - !-••• + - 

\n n n 

n(n + 1) 1 n +1 

2 ~ 


n n 


H -- = (1 + 2 H - h n )' 


n J n 


2 


n 


2 n 


따라서 


n-\-l 1 

2 n 2 



적분계산을 우의 례에서와 같이 적분의 정외에 따라 적분합을 
만들고 그 극한을 구하는 식 으로 하는것은 간단하지 않다. 
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간단히 계 산하는 방범 을 생 각해보자. 

함수 /W 가 구간 [<3, 어에서 련속이 고 /(; c )>0 이 라고 할 때 

b 

적 분 j * / ( x)dx 는 곡선 j = /( x ) 와 두 직선 x = x = b 및 x 측으 

a 

로 둘러싸인 곡선제형외 면적을 표시하였다. 

[ a , Z 7] 아낙의 한 점 X 를 잡고 를 생각하면 이것은 

a 

[ a , x ] 에서 의 곡선제 형 의 면적 을 표시한다. x 를 변화시키 면 그에 

X X 

따라 의 값이 달라진 다. 즉 |/( x>ic 는 X 의 함수이다. 이 

a a 

것 을 S ( x ) 로 표시하면 

X 

S ( X ) = J / { x)dx { a < x < b ) 

a 

b 

분명히 S ( a ) = 0, Sib ) = J f { x)dx 



za 4-4 고 ' 4-5 


[ a , Z ?] 에 드는 임의외 점 X 에서 증분 Ax 를 잡으면 
AS = fix + Ax )- f ( x ) 

는 그럼 에 서 빗선을 친 작은 곡선제 형 의 면적 과 같다. 
그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이 

/ ( X)Ax < AS < Ax)Ax 

이므로 

AQ 

f ( x )<^< f ( x ^ Ax ) 
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Ax 나 0 인 곡한을 잡으면 /( x ) 가 련속함수이 므로 


서네 


</w 


따라서 

S -( x ) = /( x ) 

즉 S ( x ) 는 미 분하면 /( x ) 가 되 는 하나의 함수이다. 

일 반적 으로 도함수가 /( x ) 일 때 즉 F '( x ) = /( x ) 일 때 F ( x ) 를 
/( x ) 외 S 시함수라고 부론다. 


ai 2. 1) ( x ^)' = 2 x , ( x 고 +3)'=2 x 이므로 
F ( x ) = x ^, F ( x ) = x 고 +3 
들은 /( x ) = 2 x 외 원시함수이다. 

f ] V f ] '\ 

2) F ( x ) = — x ^ = , F ( x ) = — x ^ + c \ = ( c 는 상수) 이 

l3 j l3 ) 

므로 F ( x ) 들은 /( x ) 그 x " 외 원시함수이다. 

이 와 같이 어 떤 함수의 원시함수는 하나가 아니 다. 

F ( x ) 와 G ( x ) 가 /너 의 임 의 외 두 원시함수라고 하면 
[ F ( x ) - G ( x)；f = F '( x ) - G ^ x ) = fix ) - fix ) = 0 
도함수가 0인 함수는 상수뿐이므로 
F ( x ) - G ( x ) = C (C 는 상수) 

즉 같은 함수 /( x ) 외 원시함수들은 상수차이 만을 자진다. 

/( x ) 의 하나의 원시함수를 F ( x ) 라고 하자. 

앞에 서 본바와 같이 S ( x ) 는 /( x ) 의 원시함수이 므로 
S ( x ) = F ( x ) + C (c 는 상수) 

그런데 S ( a ) = 0 이 므로 c = - F ( a ) 

따라서 

S ( x ) = F ( x )- F ( a ) 
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이 고 


S (6) = F ( Z >)- F ( a ) 



족 ^_ Q 

X| b 

J f (x)dx = F(Z?) - F (a) 

a 

또는 간단히 

b 

j/(x)(ix = F(x)|* 


이 공식 은 구간 [ a , Z ?] 에서 련속인 모든 함수에 대 해서 다 성 
럽한다. 이 공식 을 미분적분학의 기본공식 또는 뉴론-라이브니프의 공식 
이라고 부른다. 

이 공식 은 적 분을 계 산하기 위 해서 는 피적 분함수의 원시함수만 
알면 된 다는것 을 보여준다. 

도함수공식 

( «+1 Y 

= 또는 느 

l«+U 

로부터 다옴과 같은 적분계산공식을 하나 얻는다. 


Q 



b 

fxVx = — —— 


J n + \ 


a 

a 


이 공식과 적분외 성질 (1), (2) 를 쓰면 적분계산을 쉽게 할수 있다. 
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적분에는 또한 다옴과 같은 중요한 성질이 있다. 


. _ Q 

IS ■ ■ 

0 C h 

J/ { x)dx = J / { x)dx + jV {^)dx 


이 성 질은 c 가 구간 [ a , Z7 ] 밖에 놓일 때 도 성 립한다. 
1 

31 4. I \ x\dx -1- 계 산하여 라. 


(m\) |x|= 



0<x<l 

-l<x<0 


이므로 


x\(ix = 




{-if 




문 제 

다옴 적분을 계산하여라. 

5 2 3 

1) J (6 x + l)dx 2) J (3-2 x^)dx 3) - 3 )(x + 3 )dx 

1 0 -3 

a 4 

4) j (3-26 l + 6/^) d 6 l 5) j(t -1)(4 - t)dt 

0 1 


3. 부정적분 

h 

/( x ) 가 [ a , Z ?] 에서 련속일 때 적분 는 /( x ) 의 원시함수 

a 

F ( x ) 를 알면 

b 

J / { x)dx = F ( b)-F ( a ) ( F ^ ( x ) = f ( x )) 

a 

으로 계산된다. 
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이 제 적 분의 웃끝 를 변수 X 로 표시 하면 

A ： 

J / { x)dx = F ( x ) - F ( a ) 

a 

X 

따라서 J'/(xMx 는 적 분의 웃끝 X 의 함수이 다. 

a 

7 ^ 1 ^ 

이 때 {^) dx -— [ f ( x ) - F ( a )] = F '( x ) = /( x ) 이 므로 | f { x)dx 

a a 

는 / OO 의 하나의 원시함수이다. 

따라서 

J / { x)dx = F ( x ) - C ( c 는 상수) 

a 

상수 C 를 적분상수라고 부른다. 

이때 왼변외 적분에서 웃끝파 아래끝을 생략하고 간단히 

J f { x)dx 

와 같이 쓰고 /( x ) 의 부§적분이라고 부른다. 즉 

,_ Q 

X| 

F ( x ) = /( x ) I / ( x)dx = F ( x ) + c 


이것은 련속함수외 부정적분은 그 원시함수와 같다는것을 보여 
준다. 따라서 부정적분을 구하기 위해서는 미분법의 거끝을 생각하 
면 된다. 



91 




문 제 

1 . 다옴 부정 적분을 구하여 라. 

1) [ 3x^dx 2) J — dx 

^ ^ X 

2. 다옴 사실이 성 립 한다는것을 밝혀 라. 

1) =/( x ) 2) ^ f '( x ) dx ^ f ( x ) + c 


함수의 부정적분을 구하는것을 그 함수를 적분한다고 말하며 부 
정적분을 구하는 산범을 적분법이라고 부론다. 적분법은 미분하여 
/( x ) 가 되 는 함수 F ( x ) 를 구하는것 이 므로 미 분범 외 거 끝산범 이 다. 


이 러 하여 도함수공식 으로부터 
적분공식을 얻을수 있다. 


«+1 

x^dx = - — + C ( a ^-1) 와 
a-\-l 


같은 


미분법외 규칙 으로부터 다음과 같은 적분계산규칙을 얻을수 었다. 


(1) I kf { x ) dx = k ^ fix ) dx {k 는 상수) 

(2) J [/(■^)+ g(x)] dx = ^ f{x) (ir + Jg(x) dx 
j [f{x) - W] dx = ^ f{x) dx-^ g(x) dx 


공식 (2) 는 3 개이상의 함수의 합과 차에 대해서도 그대로 성 
럽 한다. 


려| 2. 1) = ^ + c = ^ + 

2) J 4x^dx 


(* JC 

4 x^dx =4 - + c-x^-\-c 

J 4 


f dx r _3 X 

3) — = X dx = -+ c 


- 3+1 


3 + 1 


lx ' 
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문 제 

다옴 부정 적분을 구하여 라. 
1) I (3 x - i)dx 2) Jj 


2 x + —: r \dx 


3) 


• -x + \ 


dx 


X 


련습문제 

I . 다옴 함수의 원시함수를 구하여라. 


1) 5 x ^ 


2) 4x-3 


4) + x ^ +X-1 5) x(x - 1) 

2. 다옴 적분을 계산하여라. 


3) 0 

6 ) (x-2y 


1 2 
1) |(3 - 4 x)dx 2) ^ x ^{ x-\)dx 3) j (2 t -Vf dt 

0 -10 

1 1 2 

4) -\- l)dx 5) ^2\ x\dx 6) ^\ x-\\dx 

fx 그 

3. fix ) 


i<x<l 


일 때 적 분 [ / { x)dx 름 계 산하여 라. 

[2 - X, 1 < X < 2 Q 

4. 다옴 같기식 에 맞는 함수 /( x ) 를 구하여 라. 

1) f '( x ) = 2 x ^ 2) f '( x ) = ( l -3 xf 3) jf ( x)dx = x ^-5 x^+c 

5. 다옴 부정적 분을 구하여 라. 

1) J 5 x^dx 2) ^{- x^)dx 3) ^ x { x-\)^dx 


4) (2 - Q)(Q + 1 )JQ 5) { ax ^ + + c)dx 6) 


dr 


6 . 함수 /(； c ) = ; c -; c 고 의 원시함수가운에서 다음 조건에 맞는것을 
구하여 라. 

1) ;c = 0 일 때 그 값이 0이 다. 


2 ) 




1일 때 그 값이 -1 이 다. 


7. 다옴 조건에 맞는 함수 /( x ) 를 구하여 라. 

1 ) nx)=i-x, /( 0)=1 

2) fix ) = {2 x -1)(2 -X), /( I ) = 3 
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제 2 절. 적분의 등용 


곡선 j ^ = /( x )(/( x )>0) 와 두 직선 x = a , x=b 및 X 측으로 둘러싸 
인 곡선게형 의 면적 S 는 다옴파 같이 표시 되 였 다. 

b 

S = J f ( x)dx 


례 1. 포물선 j = 고 +4 X + 5 와 X 측으로 둘러싸인 도형의 면적 
을 구하여 라. 

(플01) 포물선 y = - X 고 + 4 x + 5 = -(x - 5 )(x + 1) = 0 이 므로 
(-1, 0), (5, 0) 


따라서 구하려는 도형외 면적은 

5 

S = j" (~x 고 4- Ax 4- S^dx 
-1 

5 5 

= -J x^dx + 4 j * xdx + 


A _ o ^ 

- h2x + 5x 


V 
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+ 50 + 25 - 


내 6 


f ( x ) < 0 ( a < X < Z )) 일 때 곡선 J = /( x ) 와 두 직 선 x = a , x=b 
및 X 측으로 둘러싸인 도형은 그림 4-7 에서 보는바와 같이 X 측아래 
에 놓인다. 

이 도형을 X 측에 관하여 대청으로 옮기면 면적 이 곡같은 곡선 
게 형 을 얻는다. 

따라서 구하려는 도형외 면적 S 는 다음과 같다. 

b h 

S = -| f ( x)dx = I \ f ( x)\dx 
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y = Ay ^) 


그림 4-7 


31 2 . 포물선 j 누 x "-2 와 X 측으로 둘러 싸인 도형 의 면적 을 구 


하여 라. 

OD 던저 곡선 y = x ^ -2 x #4 

사귀 는 점외 X 자러표를 구하 
기 위하여 련 럽방정 식 
[y -x^ -2 

U-0 

을 풀면 

Xj = - V 2 , X2 = -v/2 
를 얻는다. 



그런데 [- V 2 , V 조 ] 에서 늘 으 0이 므로 구하려 는 도형 
외 면적 S 는 


S = 


42 

~ J* (x^ — 2)c/x 


■ x ' Vf 

-y + 2x I 


+¥싸 ( 부싸 ¥ 


문 제 

1. 포물선 >^ = -x 고 +5 JC + 4 와 X 측으로 둘러싸인 도형외 면적을 구하 
여라. 

2. 포물선 j ^ = 3 + 2 ;<：-x 고 파 두 직선 x =\, x =2 및 ； K ： 죽으로 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여라. 
















일정한 방향에 수직인 평면으로 럽체를 잘랐을 때 생기는 자륨 
면의 면적을 알수 있으면 럽체의 체적을 적분으로 계산할수 있다. 

이 제 일정한 방향을 X 측으로 잡고 럽 체 가 점 x = fl 와 x = Z 7 에 서 
수직으로 세운 두 평면사이에 놓여 있다고 하고 구간 [a, Z 기를 점 

a - Xq < Xj < • • - < < X. < • • • < X 각 - b 

들로 «개외 부분으로 같게 나누고 매개 나능점에서 JC 측에 수직인 
평 면 을 세 워 럽 체 를 자르면 K 개 의 작은 럽 체 가 생 긴 다. 





: JM1 4-9 


나능구간 [ xi - i , X /]에 서 임 의외 한 점 쇼고■ 몹 잡고 이 점 에서 : r 죽 
에 수직인 평면을 세워 자른 럽체의 자름면의 면적을 S (스 ,) 라고 하 
면 [ xM , xj 사이에 끼운 작은 럽체외 체적은 


v„-Xs(^,) 


b-t 


따라서 나능점 의 개 수 «을 한없 이 늘이면 [ a , Z ?] 는 무한히 잘 
게 나누어지고 

b-a 




로 정할수 있 다. 

이 러하여 럽체의 체적 V 는 다옴 공식 으로 계산할수 있다. 
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31 3. 밑면외 면적 이 S 이고 높이가 H 인 
각를외 체적을 구하여라. 

( SOI ) 각를외 정 점 0 를 자러표원점으 
로 하고 정점에서 밑면에 그은 
수직선을 X 측으로 정하자. X 측외 
임의외 점 X 에서 측에 수직으로 
세운 평면이 각를을 자르는 자 
륨면외 면적을 SOc ) 라고 하자. 
이 자름면파 밑면은 닮은 도형 


0 



이고 그 닮옴비는 
면적외 비는 


— 이므로 

H 


S 



그 


따라서 S ( x ) 


S 


이로부터 각톨의 체적 V 는 




js(xVx = ^j; 


dx - 




특히 럽체가 회전체이면 회전측에 수직인 평면으로 럽체를 잘 
랐을 때 생기는 자름면의 면적을 쉽게 구할수 었다. 

곡선 _ y =/( x ) 를 x 죽주위 로 돌려 서 생 기 는 회 전체 톨 죽에 수직 
인 평면으로 자름 때 그 자름면은 반경이 Ijl 인 원이다. 

그러므로 자롬면외 면적은 


S ( x ) = 71 = 71 f ^{ x ) 

이며 다옴외 체적계산공식 이 얻어 진다. 

,_ Q 

h b 

V = ; rj * y^dx = W dx 
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31 4. 반경이 R 인 구외 체적을 구하여라. 

(플0|) 구는 자러표원점을 중심으로 
하는 반원을 X 측주위로 돌려 
서 생 긴 회 전체 이다. 

자러표원점을 중심으로 하고 
반경이 R 인 원둘레외 방정식 
은 X 고 +/ = r 2 이 다. 

따라서 

/= R 나 그림 4-11 

이 리하여 반경 이 R 인 구의 체 적 V 는 다음과 같이 계 
산된 다. 

R R 3 R 

V - 7： ^ dx - 7： - x^)dx - X -—) | ; rR ^ 

-R -R ^ -R ^ 

문 제 

1. 포물선 = 2 x 고 과 직 선 j ^ = —X 로 둘러싸인 도형 외 면적 을 구하 

2 

여라. 

2. 포물선 y = x ^ + l, 두 직선 X = -a 와 x = a 로 둘러싸인 도형을 
X 측주위로 돌렸을 때 생기는 회전체외 체적을 구하여라. 

3. 아래밑면의 반경이 R , 웃밑면의 반경 이 r , 높이가 H 인 원를대 
의 체적은 

V = 즈^ ( r 2 +Rr + 시 

이 라는것 을 이 끌어 내여 라. 

련습문제 

1. 포물선 j = 4- x 고과 직선 y^-x + 2 및 X 측에 의하여 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여 라. 

2. 포물선 /=9 x 와 직선 >^ = 3 x 로 둘러싸인 도형의 면적 을 구하 
여라. 

3. 두 포물선 ^ = 2;<：고 -;<：-3 과 >^ = -;<：고 + 2;<： + 3 에 의 하여 둘러싸인 
도형의 면적을 구하여라. 
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4. 곡선 7 = x ^4 두 직선 7 = 2 x , >^ = ^로 둘러싸인 도형의 면적을 
구하여 라. 

5. 타원 즈^ + ^ = 1 를 X죽주위 로 돌려 서 생 기 는 럽 체 의 체 적 을 구 

a b 

하여라. 또한 측주위로 돌렸을 때 생기는 럽체외 체적을 구 
하여 라. 

6. 두 밑면외 면적이 각각 Si, S2, 높이가 H 인 각를대외 체적이 

V = iH(s,+V^ + sJ 

로 된다는것을 밝혀라. 


복습문제 


1 . 다옴 적분을 구하여라. 
1 

1) J (x + V)dx 
-1 

3 

3) J 2 rdr 


2 ) 




dx 


4) J { 2 x - l)^dx 
0 


2 . 포물선 y = x^ +1 파 직선 j = 5-3x 로 둘러싸인 도형외 

면적을 구하여라. 

3. 다옴 적분을 구하여 라. 

3 t] 2 

1) ^{x-\){Z-x)dx 2) - gt)dt 3) JI - 11(& 

1 0 -2 

4. 포물선 y = x^ - 6 x ^5 파 직선 j = x-7 로 둘러싸인 도형의 
면적 을 구하여 라. 

5. 다옴 사실 이 성 립 한다는것 을 따져보아라. 



2 ) 


a 

J dx = 0 

-a 


6. 다옴 부정적 분을 구하여 라. 

1) 1 3 axUx 2) ^{it^ -t^]dt 
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3) f ——— 3 x -— dx 

2) 

5) |(? - if dt 

7. 포물선 y = x ^- 3 x 직선 j ； + 3 x -4 = 0 으로 둘러싸인 도형의 
면적 을 구하여 라. 

8 . 포물선 /=2；7 x 와 직선 x = a 로 둘러싸인 도형을 X 측주위로 돌렸 
을 때 생기는 럽체외 체적을 구하여라. 


4) J [lx - 1^2 - 3 x)dx 


— 경* 4 - 

기하학원본을 조선말로 번역한 수학자 리규 S 

18 Ml 기의 우리 나라 수학자 리규경은 수학의 발 a 력사볼 im 
한 SI ! « 수학의 시원» 을 었다. 그리고 1788 년에는 중국말로 a 
a .' «기하학원본» a 우리 나라 말로 번역하였다. 0 [ 찍은 후에 ej 
본에로 전 SEI 였다고 한다. 

«기하학원본 » s B . C . 3 AI [기에 유클리드가 ^ 13권으로 

F ! 찍으로서 수학사의 « 71：11명작» 중의 하나이다. 
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제 5 장. mmm 통계 


제1절. >나건 확를 


1. 사건 그 산법 

율놀이를 할 때 율가락을 던지면 «도»,«개»,«걸», «숭», 
«모» 가운데 어느 하나가 나온다. 

율가락을 던지는것파 같이 어떤 현상이 일어 나도록 조건을 지 
어주는것을 시행, «모»라든가 «개»와 같이 시행외 걸파에 일어 
나는 현상을 사건이 라고 부른다. 

1부터 10까지외 수가 하나씩 적혀있는 수자카드가 
들어있는 통에 서 아무렇 게 나 2개 의 수자카드를 꺼 
낼 때 다음의 사건들이 일어날수 있는가? 

1) 수들외 합이 2보다 작지 않을 사건 

2) 수들의 합이 20파 같을 사건 

3) 수들외 합이 10보다 작을 사건 


시행의 결 파 반^ [ 일 ( M 나는 사건을 확실한 >나건, 절대로 
일 ( H 나지 않는 사건을 불가농한 사건, 일어날수도 gi 고 
나지 않을수도 았는 사건을 우연사건이라고 부 MX 


확실한 사건을 Q . , 불가눙한 사건을 로 표시 하고 우연사건 
을 A , B , C , ••- 로 표시한다. 

이 러 저 러 한 시 행의 걸파로 나타나는 사건들은 서 로 련관되 여있 
으며 몇개 외 사건들이 걸 합되 여 새 로운 사건이 생 긴다. 

&사건 

시행의 걸파에 두 사건 A 와 B 가운데 어느 한 사건이 일어나도 
일어 나는 사건을 두 사건 A 와 B 의 SL 나건이라고 부르고 AUB (또는 
A + B ) 로 표시한다. 

실례로 사격시 목표관우에 있는 두 구역 A , B 를 생각하고 총 
란이 그 구역 에 명 중되 는 사건을 동일 한 기 호 A , B 로 표시하면 합 
사건은 AUB 로 표시된다. 
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차사건 

시행의 걸과에 두 사건 A 와 B 가운데 A 는 일어나고 B 는 일어 
나지 않는 사건을 A 와 B 의 :다사건이라고 부르고 MB (또는 A - B ) 
로 표시한다. 

적사건 

시행의 걸파에 A 와 B 가 동시에 일어나면 일어나는 사건을 사 
건 A 와 B 의 적사건이 라고 부르고 AflB (또는 AB ) 로 표시한다. 

사건 A 와 B 에 대하여 사건 A 가 일어나면 늘 사건 B 가 일어날 
때 사건 A 는 사건 B 에 포함된 다고 하고 A £ B 로 표시하며 A £ B 이 
고 B£A 이 면 A 와 B 는 같다고 말하고 A=B 로 표시한다. 

배 &LU 건 

두 사건 A , B 에 대 하여 AH B = ( j ) 즉 적 사건 이 늘 불가눙한 
사건일 때 A 와 B 를 서로 배반이라고 부른다. 

나 m 지사건 

AnB = ( i ) , AUB=Q 인 두 사건 A , B 에 대 하여 B 를 A 의 
나 m 지사건(또는 A 를 B 외 나 m 지사건) 이 라고 부르고 X ( 또는 B ) 로 
표시 한다. 

ai . 어떤 함에 1 등품, 2 등품, 3 등품이 섞여있다. 여기서 아무렇 
게나 한개를 꺼낼 때 1 , 2 , 3 등품이 나을 사건을 Ai ， A2, 
A3 으로 표시할 때 다옴 사건들은 어 떤 사건 인가? 

Ai U A2, Ai n A2, As, A1UA2UA3, U A2 

@01) A1UA2 는 1 등품 또는 2 등품이 나을 사건이고 AiHAz 는 1 

등품도 나오고 2 등품도 나을 사건인데 이것은 불가눙하다. 

^3 은 3 등품이 아닌것 이 나을 사건 이 므로 
As =A2 U Ai 

A 1 UA 2 UA 3 은 1 , 2 , 3 등품가운데 어느 하나가 나울 사 

건이므로 확실한 사건이 다. 

AiUAj 는 1등품이거나 2등품이 나오지 않을 사건이므로 
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문 제 

1. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원관을 던지는 시행에서 다옴의 
사건은 어떤 사건인가? 

1) 검은색과 흰색 이 동시에 나타날 사건 

2) 검은색이 나타날 사건 

3) 검은색 이 나 환색 이 나타날 사건 

4) 흰색 이 나타날 사건 

2. 다옴 사건들은 어떤 사건인가? 

1) 도체 에 견기 가 흐르면 열 이 발생한다. 

2) 보통온도에서 남행은 녹는다. 

3) 돌을 던지면 아래로 떨어진다. 

4) 표준대기압에서 ( TC 이면 물은 언다. 

5) 한 사람이 한번 사격하여 목표를 명 중한다. 

3. 어떤 게품이 합격품으로 되는 사건을 A , 불합격품으로 되는 사 
건을 B , 합격품가운데서도 1등품일 사건을 C , 1등품이 아닐 사 
건을 D 로 표시하면 다옴의 사건들은 어 떤 사건들인가? 

1) AUB , AUC , BUC 

2) Ana Anc , ahd 

3) MB , A \ C , A\D 

4. 세 사건 A , B , C 에 대하여 어느 사건이 사건 AUBUC 인가? 

1) 세 사건가운데서 적어도 한 사건은 일어나지 않는다. 

2) 세 사건이 다 일어나는것은 아니다. 

3) 세 사건이 다 일어나지 않는다. 

4) 어느 한 사건이 라도 일어난다. 

5. 세 사건 A , B , C 가운데서 두 사건만 일어날 때 일어난다고 보는 
사건을 산범 기호를 써 서 식 으로 나타내 여라. 

2 . 사건의 확를 

자연현상들가운데는 우연적인것이 적지 않으므로 자연을 정복 
하고 그것 을 인민경게발전에 더 잘 러 용하기 위 해서 는 실천과정 에 
서 부닥치 게 되 는 각이한 우연현상들을 분석헤 야 하며 이 러 저 러한 
사건들이 일어날 가눙성을 타산헤야 한다. 
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확폴의 S 계적정의 

한번의 시행에서 주목하는 사건이 나타나겠는가 나타나지 않겠 
는가는 단정할수 없다. 그러나 같은 시행을 여러번 반복할 때 사건 
외 출현은 어떤 일정한 합법칙성에 따른다는것을 알수 있다. 

이 합범칙성을 통하여 그것이 나타날 가눙성정도를 량적으로 
평가할수 있다. 

앞면파 뒤면이 구별되는 원관을 던질 때 앞면이 나타날 가눙성 
을 고찰하기 위해 진행한 실험걸파를 표로 나타내면 다옴과 같다. 


던진 회수 ( n ) 

앞면 출현 수 00 

번도률^스" 

1 

2 048 

1 061 

0.518 1 

4 040 

2 048 

0.506 9 

12 000 

6 019 

0.501 6 

24 000 

12 012 

0.500 5 

30 000 

14 984 

0.499 6 

72 088 

36 124 

0.501 1 


«번의 시행에서 사건 A 가 * 번 일어났다고 할 때 k 를 사건 A 

외 빈도수, 비 一 를 사건 A 외 빈도률이라고 부른다. 
n 

원 관을 던지 는 시 행 에 서 

1) «이 커질 때 번도률 一는 어떤 수에 가까와가는가? 

n 

2) 원관을 던질 때 앞면이 나타날 가눙성을 얼마로 
보아야 하겠는가? 


are - 설험결 afe a [행의 회수 «a hjk 하면 도불 - 

n 

가 (HH 수* P 에 가까와간다는것을 보여준다. 0[ 수 P 볼 사건 
A 의 확률이라고 부 S 다. 
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이렇게 확률을 정하는것을 확률의 통계적§의라고 부른다. 

통계적방범으로 확률을 구하자면 시행을 수많이 되풀이해야 하 
는데 이렇게 하는것은 어려우므로 시행회수 «이 상당히 들 때의 번 

도률 一를 사건 A 의 확률로 본다. 그러므로 이 확률은 어디까지나 
n 

근사값이 다. 

31 1 . 원관을 던지는 시행에서 앞면이 나타나는 사건의 번도률 

-는 «이 커짐에 따라 0.5 에 접근한다. 
n 

따라서 이 사건의 확률은 P =0.5 이 다. 

례 2 . 어 느 공장에서 생산한 전구 2 000알가운데 수명 이 3 000시 
간이 상 되 는것 이 1 860알 들어있 다. 이 런 전구들이 들어 있 
는 통안에서 아무렇게나 한개 꺼냈을 때 그것의 수명이 
3 000시 간이상일 확률을 구하여 라. 

P = 1 느 0.93 
2000 


문 제 

1 . 어 떤 사수가 동일 한 조건밑 에 서 사격 을 진행한 걸 과 다옴 표와 
같은 성적을 얻었다면 명중확률은 얼마이겠는가? 사수는 매 사 
격에서 10발씩 쏘았다고 한다. 


회 수 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

명 중 한 

회 수 

9 

9 

10 

10 

10 

8 

9 

9 

10 

10 

9 

8 

7 


2. 통안에 15개 의 게 품이 들어있 다. 통안에 서 아무렇 게 나 한개 의 
계품을 꺼내여 그것이 몇등품인가를 조사하고 다시 통안에 넣는 
다. 이렇게 500번 조사하였는데 1 등품이 324번 나타났다. 1등 
품이 통안에 몇개나 있다고 볼수 있는가? 
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고전적정의 

어떤 사건들에 대해서는 시행을 반복하지 않고 그 확률을 정할 
수 있다. 

주사위(그림 5-1) 를 한번 던질 때 웃면에 에의 눈 
이 나타나는 사건을 각각 E , ■(/= 1, 2, •••, 6 ) 라고 표 
시 하면 

1 ) 일어날수 있는 사건이 몇가지인가? 

2 ) 사건 Ej 이 나타날 가눙성은 얼마인가? 사건 
E3 이 나타날 가눙성은 얼마인가? 

3) E ,. 들가운데 한 사건이 일어 날 때 다른 사건도 
함께 일어 나는 경우가 있는가? 

4) 웃면에 싹수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사 
건들로 이루어지는가? 

5) 웃면에 3의 배수개외 눈이 나타나는 사건은 어 
떤 사건들로 이루어지는가? 



그림 5-1 

한번의 시행에서 나타날수 있는 사건을 요소 사건이라고 부론다. 
이때 어떤 두 요소사건도 서로 배 반이며 모든 사건들은 요소사건 
들로 이루어진다. 

이제부터 한번 시행에서 나타날 가눙성이 같은 n 개 외 요소 
사건이 일어나는 경우를 고찰하겠다. 

31 3. 율가락을 던지는 시행에서 요소사건의 수는 얼마인가? 
( SOI ) 율가락은 앞면과 뒤면이 구별되는 4개의 가락으로 되여 
있 다. 

이것들을 던질 때 매 가락은 앞면 또는 뒤면의 어느 한 면 
만을 나타낸다. 
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앞면이 한번도 나타나지 않는 경우 c ° 

앞면이 한개 나타나는 경우 ci 
앞면이 두개 나타나는 경우 
앞면이 세개 나타나는 경우 
모두 앞면인 경우 

모든 요소사건수 c ^+ c !,+ c ^+ c ^+ c ^ =16 

만년 펄 이 7자루, 원주필 이 3자루 들어있는 통에 서 
아무렇게나 한자루 꺼낼 때 그것이 만년필일 가눙성 
이 크다고 말하면 옳은가? 왜 그런가? 


한 시 a 에시 일어날수 았는 요소사건들이 모두 «개이고 
사? i A 가 k {0< k < n ) 개의 요소 Af 건들로 0 [루어? [ 사건이면 

- 름 •사? i A 의 확를 이라고 부로 ffl P(A) 로 표 A I 한다. 족 
n 

P(A) = - 
n 


이렇게 확률을 정하는것을 확률의 고전적§의라고 부른다. 

아무런 사건 A 에 대해서나 늘 0< p ( a ) 으1이다. 특히 
P(Q) = 1, PU)=0 이다. 

31 4. 앞면과 뒤면이 구별되는 원관을 던지는 시행에서 요소사 
건수는 2이 고 앞면 이 나타나는 사건은 1개이 므로 앞면 이 
나타날 사건을 A 라고 하면 

P(a4 

이것은 앞에서 통계적방범으로 구한 확률과 일치한다. 

ai 5. 율놀이를 할 때 «도»,« 개 »,« 걸 », «중» , «모» 가 나 
오는 사건들의 확률이 같은 사건이라고 볼수 있는가? 
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( SOI ) 율가락을 던지는 시행에서 요소사건수는 16이다. «도), 
« 개 » , « 걸 » , « 중 » , « 모 » 가 나오는 사건들을 A , B , C , 
D , E 라고 하자. 

율가락 4개가운데서 한개만 앞면이 나타난것이 «도» 이 
므로 «도» 가 나오는 사건은 (： 11 개의 요소사건으로 이루 
어진다. 

따라서 


P ( A ) = 


C4 _ 4 _ 1 
16 ~ 16~4 


«개 » 가 나오는 사건은 C 유개의 요소사건으로 이루어지 
므로 


p(b)=^ = A.1 
16 16 8 

«걸 » 이 나오는 사건은 C4 의 요소사건으로 이루어지므로 


P ( C ) = 


C'4 _ 4 _ 1 

16 ~ 16~4 


«숭» 과 «모» 는 각각 Ct ， C 유 개의 요소사건으로 이루 
어진다. 

그런데 = 이므로 

P ( D )= P ( E ) = — 

16 

그러므로 

P ( D ) =P ( E ) <P ( A ) =P ( C ) <P ( B ) 


례 6 . 어떤 양어장에서 100 마리외 물고기를 잡아 붉은 표식을 
하여 놓아주었다. 얼마후 새로 고기를 100 마리 잡아보니 
붉은 표식 이 있는 고기가 2 마리였다. 저수지에 물고기가 
모두 몇마려 있겠는가? 

( SOI ) 저수지에 었는 물고기수를 X 라고 하고 이때 임의로 한마 
러외 물고기를 잡았을 때 붉은 표식이 있을 확률은 

1 으으이 라고 볼수 있 다. 
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한편 100 마리를 잡았을 때 붉은 표식 이 있는것 이 2 마리 

였으므로 붉은 표식이 있는 물고기가 잡힐 확률은 — 이다. 

100 

따라서 

100_ 2 

x =5000 

답. 5 000마리 

(주의) 이 실례에서 으는 통계적정의에 기초하고있으며 — 

100 X 

은 고전적정외 에 기초하고있다. 

문 제 

1. 3개의 정수와 2개의 부수가 있다. 그가운데서 아무렇게 나 2개를 
잡을 때 그것들의 적 이 정수일 사건 A 와 부수일 사건 B 의 확률 
을 구하여 라. 

2. 주사위를 2개 던졌을 때 웃면에 나타나는 눈수의 합이 9로 될 
사건외 확률을 구하여 라. 

3. 매 면을 고르롭게 칠한 바른 6 면체를 1 000개의 크기가 둑같은 
조각바른 6 면체로 나누고 섞은 다옴 임의로 한조각 바른 6 면체를 
잡았을 때 2 개 면이 색칠되였을 확률을 구하여라. 또 어느 면도 
색 칠되 지 않았을 확률을 구하여 라. 

4. 1등품이 10개 , 2등품이 3개 , 3등품이 2개 들어있는 통에서 

1 ) 아무렇게 나 한개 를 꺼 낸것 이 1등품일 착률을 구하여 라. 

2 ) 아무렇게 나 2 개를 꺼낸것 이 다 1 등품일 확률을 구하여 라. 

3) 아무렇 게 나 2개 를 꺼 냈을 때 그가운데 하나는 1등품이고 
다른 하나는 2 등품일 확률을 구하여 라. 

5. 같은 종류의 게품 N 개 가운데 1등품이 M (^ N ) 개 있다. 여 기 

서 아무렇게나 k (^ N ) 개를 꺼낼 때 거기에 1 등품이 개 

있을 확률을 구하여 라. 
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3 . 더하기정리와 급하기정리 


더하기정리 


정리 1. 배반사건의 함사건의 확불은 미[개 사건의 
확볼의 같 a . 족 

AnB =( i ) 이면 
P ( AUB )= P ( A )+ P ( B ) 


(S 명) 요소사건들의 개수를 n, 이가운데서 사건 A, B 를 이루 
는 요소사건의 수를 각각 W ,, W 2 라면 

P(A) = 뜨 , P(B) = ^ 
n n 

A, B 는 배 반사건이 므로 AUB 는 mj+m2 의 요소사건들 
로 이루어진다. 

따라서 

p(aUb) = ^^ = ^ + ^ = p(a)+p(b) 

n n n 

일 반적 으로 사건 Ai ， Aj, A3, A„ 들이 서 로 배 
반이면 

P(AiUA2U---UAJ=P(Ai)+P(A2 )+--- + P(A„) 


계. 사3 A 의 L [{ H 지사건 A 의 확뿔은 
P ( A ) = 1- P ( A ) 


(해) A 와 A 는 배 반사건이고 AU A = Q 이므로 정 리 1에 의해 
P(AU A )= P ( A )+ P ( A ) = 1 

따라서 

P ( A ) = 1- P ( A ) 

ai 1 . 60개 의 제 품이 들어있는 상자에 서 1등품이 51개 , 2등품 
이 7개, 3등품이 2개라고 한다. 이 상자에서 아무렇게나 
한개의 제품을 꺼낼 때 그것이 1등품이거나 2등품일 사 
건 C 와 3등품일 사건 D 의 확률을 구하여 라. 
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(SOD 꺼 낸 게품이 1 등품일 사건을 A , 2 등품일 사건을 B 로 표 
시 하면 


어승' 빠^ 


그런메 C = AUB , AnB =(^ 이므로 


p ( c ) = p ( a )+ p ( b ) 


51 7 

수 ^" 




30 


그러고 P = C 이므로 


p ( d )= i - p ( c ) = i - — 


1 


311 2. 20 마려 외 토꺼가운데 검 은토끼 가 7 마리 이고 나머 지 는 환 


토꺼이 다. 이 가운데 서 아무렇 게 나 4 마려 외 토끼 를 꺼 낼 


때 적어도 한마러가 검은토끼일 확률을 구하여라. 

(#0[) 20 마려가운데서 4 마리를 꺼 내는 시 행이므로 가눙한 경우 


수는 ^20 이 다- 

그가운데 4 마리 가 모두 흰토끼 일 사건은 개외 요소 
사건으로 이 루어 진다. 이 사건을 A 로 표시하면 4 마리 가 
운데 적어도 한마리가 검은토끼일 사건은 A 이므로 그 
확률은 다옴과 같다. 


P(A) 


1- P ( A ) = 1- 



13-12-11-10 

20-19-18-17 


143 


826 


« 0. 85 


일반적으로 임의외 두 사건 A , B 에 대하여 다옴 식이 성럽한다. 

_ Q 

n 

P ( AUB )= P ( A )+ P ( B )- P ( AnB ) 


ai 3. 100 이하의 자연수가운데서 임외로 잡은 수가 2 또는 5 로 
완제될 확률을 구하여 라. 
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(SOD 임의로 잡은 수가 2 로 완게될 사건을 Ai, 5 로 완게될 사 

건을 A2 로 표시하면 2 또는 5 로 완게 될 사건은 Ai 파 Aj 

외 합사건이다. 

그런데 2 와 5 로 완제되는 수 족 10 의 배수들이 있으므로 

그러므로 Ai 과 Ag 는 배 반사건이 아니 다. 

따라서 

P(AiUA 2)= P(Ai)+P(A2)-P(AinA2) 

_ 50 20 10 3 

"T^^T^'Too" 5 

문 제 

1. 50 개외 게품가운데 2 등품이 10 개 있다고 한다. 아무렇게나 5 개 
외 게품을 꺼낼 때 2등품이 적 어도 한개 들어있을 확률을 구하 
여라. 

2. 40 개의 공가운데 롱구공이 10 개 들어있다. 아무렇게나 6 개의 공 
을 잡을 때 롱구공이 2개 이상일 확률을 구하여 라. 

3. 일 반화된 더 하기공식 P ( AUB )= P ( A )+ P ( B )- P ( AnB ) 를 증 
명 하여 라. 

4. 1 부터 20 까지의 수를 하나썩 써넣은 20 개외 카드가운데서 아무 
렇게나 한 카드를 잡았을 때 거기에 적힌 수가 2의 배수이거나 
3 의 배수일 확률을 구하여 라. 

5. 1 부터 20 까지의 번호를 붙인 20 장외 카드가 있는 상자에서 임의 


로 3 장을 꺼낼 
( ) 이 다. 

때 

5 의 

배수가 적어도 하나 

들어있을 확률은 

X 19 

2) 

29 

다 X 39 

.X 49 

1) — 

3) —— 

4) —— 

5 

급하기정리 


57 

57 

57 


j^Wli 1) 두개외 주사위를 하나씩 던질 때 두번째 주사위 
외 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건의 확률은 첫 
번째 주사위외 웃면에 어떤 눈이 나타났는가에 
관계 되 는가? 
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2) 흰공이 7개 , 검 은공이 3개 들어있는 통에 서 2개 
외 공을 임의로 꺼낼 때 두번째로 꺼낸 공이 흰 
공일 사건의 확률은 첫번째로 어떤 공을 꺼냈는 
가에 관계되는가? 

1) 에서 둘째 주사위의 웃면에 1외 눈이 나타나는 사건은 첫번 
째 주사위의 웃면에 어떤 수외 눈이 나타났는가에 관계없이 일어 
날수도 있고 일어 나지 않을수도 있다. 이와 같이 두 사건 A , B 에 
서 어느 한 사건이 일어날 확률이 다른 사건이 일어났는가 일어나 
지 않았는가에 관계되지 않을 때 두 사건 A , B 는 서로 독립이 라고 
말한다. 

2) 에서와 같이 일반적 으로 시행을 두번 실시할 때 첫 시행에 
서 사건 A 가 일 어났는가 일 어 나지 않았는가에 따라 두번째 시 
행에서 사건 B 가 일어날 확률이 달라질 때 사건 B 는 사건 A 에 
종속된다고 말한다. 


Km A 가 일 (Kht 조건밀에서 사건 B 가 일어날 확뿔을 
조건부확폴이라고 부로 H i \( b ) 로 표 M 한다. 


31 4. 흰공이 7개 , 검 은공이 3개 들어있는 통에서 처 옴 꺼 낸 
공이 흰공일 사건 A , 두번째로 꺼낸 공이 흰공일 사건 
을 B 라면 Pa ( b ), P ^ b ) 는 어떤 사건의 확률이며 그 값 


은 얼마인가? 

( SOI ) Pa ( b ) 는 첫번째 로 흰공을 꺼 낸 조건밑 에 서 두번째 로 
흰공을 꺼 낼 사건의 확률이다. 그러므로 


Pa(b) = 


7-1 _ 6 _ 2 
7 + 3-1 ~ 9 


p ^( b ) 는 첫번째로 검은공을 꺼낸 조건밑에서 
흰공을 꺼낼 사건의 확률이다. 그러므로 


두번째로 




10-1 9 
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정리 2. 사건 A , B 의 적사건의 확뿔은 한 사건의 확웰에 0[ 
APiO [ 일 (H 난 조건멀에서 다른 사건 0 [ mOM 조건부 
확웰을 S 한 적파 길 a . 족 

P(A n B ) = P ( A ) • ( B ) = P ( b ) • P3 ( A ) 


( SS ) 요소사건의 수를 n , 그가운데서 사건 A , AHB 를 이루는 
요소사건외 수를 각각 m , A : 라고 하면 

P(AnB) = ^ = ^.l 

n n m 

그런 메 一 = p ( a ), — = Pa ( b ) 이 므로 
n m 

P(AnB) = P(A)-PA(B) 

마찬가지로 P ( AnB )= P ( B > PB ( A ) 도 증명된다. 

A , B 가 득럽 이 라면 

p ^( b ) = p ( b ), Pb ( a ) = p ( a ) 

이므로 

P ( AnB )= P ( A ) - P ( B ) 

3 개 이 상외 사건들에 대 해서 는 다음 공식 이 성 립한다. 

_ Q 

S 

P(AnBnC) =P(A)PA(B)PAnB(C) 


ai 5 . 100 개의 게품이 들어있는 게품상자가 있다. 상자에서 5 
개외 게품을 하나씩 꺼내여 검사하는데 한개라도 불합격 
품이 나오면 그 상자의 게품은 모두 불합격으로 관정된 
다고 하자. 상자안에 불합격품이 5개정도 들어있다고 하 
면 이 제품상자가 불합격으로 판정될 확률은 얼마인가? 
(SOD 게품상자가 합격으로 관정될 사건을 A , i •번째 검사에서 
합격 품이 나울 사건을 A ,.(/ = l ,2,- s 5) 라고 하면 

A.=Ai n a. 2 n A3 n A4 n A.5 




곱하기정려에 외해 

P(A) = P(Ai)IVA2)IV 버 

( 쇼 3 ) 근 Aj DA 2 nA3 ( 쇼 4) 



nA2nA3riA4 



100개 가운에 합격품이 95개이 므로 


따라서 


P ( Ai ) 
Pa ,( A 2) = 


95 

95-1 94 


^ AinA2 


(^ 3 ) = 


100-1 99 

94-1 93 


99-1 98 


.( A 4) = 


Pa , . _ 

근 Aj nA2 nA3 r\A 혹 ( 쇼 5 ) 


93-1 92 


nA2nA3V 다 / 98-1 91 

92-1 


97-1 


n 

% 


P(A) = 


95 94 93 92 91 


게품상자가 불합격품으로 관정될 확률은 
1- P ( a )«0.23 


문 제 

1.100 개의 부속품가운데 2등품이 1개 있다. 부속품을 한개씩 꺼내 
서 질을 검사할 때 다옴 확률을 구하여 라. 

1) 첫번째에 2등품이 나을 확률 

2) 두번째에 2등품이 나을 확률 

3) 세번째 에 2등품이 나을 확률 

2. 흰공이 4개 , 붉은공이 3개 들어있는 통에서 공을 한개썩 꺼 낸다. 
첫째것이 흰공이고 둘째것이 붉은공일 확률을 구하여라. 

3. 세 종류외 전자요소가 고장없이 동작할 확률이 각각 0.8, 0.85, 
0.9 이다. 이 요소들은 각각 독립적으로 동작한다. 이 세 요소가 
다 고장없이 동작하게 될 확률을 구하여 라. 
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련습문제 

1. 다옴 명게들에서 옳은것을 찾아보아라. 

1) 총을 # 때 목표를 명중하는 사건과 명중하지 못하는 사건은 일 
어날 가눙성 이 같은 사건이 다. 

2) P ( AUB ) = 1 이면 A 와 B 는 서로 나머지사건이다. 

3) P ( A ) + P ( B ) = 1 은 두 사건 A , B 가 서로 나머지사건이기 
위한 필 요조건 이 다. 

4) P ( AUB ) = P ( A ) + P ( B ) 이면 사건 A , B 는 서로 득럽 이다. 

5) A , B 가 배 반사건 이 면 P ( AnB ) = P ( A ). P ( B ) 이 다. 

2. 아무렇게나 두자러수를 쓸 때 그 수자들외 합이 10으로 될 확률 
을 구하여 라. 

3. 토끼를 많이 기를데 대하여 주신 위대한 장군님의 유훈을 높이 
받들고 영 희 네 집 에서 는 많은 토끼 를 기르고있다. 20마리외 토 
꺼가운데 5 마리 가 검 은토끼 이다. 이 가운데 서 아무렇 게 나 2 마리 
를 꺼낸것 이 다 검은토끼 일 확률을 구하여 라. 

4. 상자속에 6개 의 흰공과 4 개 의 검 은공이 들어있 다. 이 상자속에 
서 임의로 3 개외 공을 꺼낼 때 그중 2 개가 환공, 한개가 검은공 
일 확률을 구하여 라. 

5. 1부터 9 까지의 수자를 하나썩 # 9 때외 카드가 있다. 이가운데 
서 아무렇게나 5 개의 카드를 꺼낼 때 

1) 1, 2, 3 이 다 들어있을 확률을 구하여 라. 

2) 7 이 상이 하나만 들어있을 확률을 구하여 라. 

6. 학생 15 명 가운데 서 탁구선수 4 명 을 롭으려고 한다. 이 때 이 미 
지정된 2명이 다 탁구선수로 뽑힐 확률은 얼마인가? 

7. 은철 이 와 창현 이가 속한 6학년 2 반은 40 명 이 다. 이 학급 학생 
들을 4 개 학습반으로 10 명 썩 가를 때 은철 이 와 창현 이가 한 학 
습반에 속할 확률을 구하여 라. 

8. 전기회로에 직렬로 련결된 3 개의 요소가 있다. 전압이 2 배로 을 
라같 때 매개 요소가 파괴될 확률은 각각 0.3, 0.4, 0.6 이 다. 
이 회로가 끊어지지 않을 확률을 구하여라. 

9. 어떤 전기회로에 20 개의 요소가 있다. 이 요소들은 독립적으로 
작용하며 고장없이 가동할 확률은 모두 0.7 이다. 매 요소들이 
동시에 가동할 확률은 다옴것들가운데 어느것 인가? 

1) 1-0. 3오® 2) 1-0. 7요*^ 3) 0.3 요° 4) 0.7 오° 
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10. 불량품이 5% 들어있는 통에서 5개의 게품을 꺼낼 때 불량품이 

한개 들어있을 확률은 다음것 들가운데 어 느것 인 가? 

1) 2) 0.95^ x 0.05 

^100 

3) 4 X 0. 95각 4) 5 X 0.95^ X 0.05 

제2절. 통계자료저리 

통계 란 어 떤 현상을 득징 짓 는 자료들을 조사하여 체 계 적 으로 
기 록하여 놓거 나 조사자료에 기 초하여 관측한 대 상의 특정 을 분석하 
기 위하여 자료들을 분류하고 종합하는것 을 말한다. 

관측결과를 체 계적 으로 기록하여놓은것 은 S 계자료라고 부른다. 

실례 로 어떤 지 역외 인구구성자료, 여 러 가지 제품의 생산량에 
관한 자료, 생 산물들외 이 러 저 러 한 득성 에 관한 자료, 나이 벌 에 따 
르는 예 방접종자료, 지 자기현상이 일어난 날자 같은것 을 체 계적으 
로 기록하여 놓은것들은 모두 통계 자료로 된다. 

관측자료에 기 초하여 관측한 대 상의 특성 을 분석 하기 위하여 
자료들을 분류하고 종합하는것 을 S 계자료처리라고 부론다. 

1. 빈도수분포표 

WlWi 다옴 표는 어 느 한 직장 종업 원명 단에 따르는 로동 
자들의 기눙급수자료이다. 

표 1 


5 

6 

4 

4 

3 

6 

5 

5 

6 

6 

5 

5 

6 

4 

7 

4 

4 

5 

3 

7 

5 

4 

6 

5 

5 

5 

6 

3 

7 

3 

5 

7 

7 

5 

4 

5 

6 

5 

4 

5 

4 

5 

7 

6 

4 

6 

3 

5 

5 

4 


1 ) 이 직장 로동자들외 기능급수가 몇급부터 몇급까 
지 인가? 

2 ) 어느 급수를 가진 로동자들이 게일 많고 어느 급 
수를 가진 로동자들이 게일 적은가? 
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3) 이것을 한눈에 알아보자면 표를 어떻게 작성하면 
되는가? 

이 통계 를 다옴과 같이 작성하면 직 장의 종업 원들의 기 능급수 
에 대한 정확한 인식을 가질수 있다. 


급수 

3 

4 

5 

6 

7 

게 

인원 

5 

11 

18 

10 

6 

50 


이 와 같이 관측자료를 특성 이 같은것 을 조로 편성하여 놓은것 을 

빈도수분포표라 고 부른다. 

번도수분포표는 관즉대상과 그 대상에 대한 번도수를 한눈에 
알아볼수 있게 만들어진 통계분류외 한 형식이다. 

통계를 번도수분포표형식으로 종합하는것은 여러 분야에서 널 
러 쓰이고있다. 

학생 들의 학과목벌성 적 종합표, 사격 선수들의 사격 걸 과에 대 한 
성 적 증합표, 소대별설 란사격 증합표들은 모두 번도수분포표이 다. 

31 1. 다옴 표는 20차례 에 걸 쳐 진행한 어 느 학급 학생 들의 시 
험성적을 학생벌로 종합하여 써놓은것이다. 여기서 
«학생 » 칸외 수들은 출석 부번호이다. 

표 2 


학생 

성적 

학생 

성적 

학생 

성적 

학생 

성적 

1 

72 

11 

63 

21 

58 

31 

86 

2 

83 

12 

88 

22 

53 

32 

100 

3 

57 

13 

79 

23 

86 

33 

82 

4 

43 

14 

93 

24 

83 

34 

68 

5 

59 

15 

86 

25 

80 

35 

96 

6 

90 

16 

59 

26 

89 

36 

64 

7 

68 

17 

86 

27 

79 

37 

70 

8 

55 

18 

71 

28 

76 

38 

53 

9 

96 

19 

62 

29 

99 



10 

82 

20 

75 

30 

63 




118 





이 표를 통하여 메 학생의 성적이나 성적의 한계 같은것 
은 알수 있으나 실력이 높은 학생수를 인차 알아보기 
어 렵 다. 

이 자료를 40점 부터 100점 까지 를 10점간격 으로 같라놓 
고 거기에 해당한 학생수를 적는 방법으로 표를 작성하 
면 표 3과 같다. 

표 3 


점수구간 (급) 

학생수 (번도수) 

40^50 

1 

50^60 

7 

60-70 

6 

70-80 

7 

80-90 

11 

90-100 

6 

계 

38 


이와 같이 자료들을 정러하여 만든 구간을 급, 급간외 너비를 급 
간격, 구간에 들어있는 자료의 개수를 그 급외 빈도수라고 부른다. 

이 런 표를 급분류 y 도수분포표라고 부른다.그러 고 제 일 큰것 에 서 
게 일 작은것을 던 차를 분포범우 I 라고 부론다. 

례 1에서 

분포범위 : 100-43=57 
급간격 : 10 

급중심 : 45, 55, 65, 75, 85, 95 

급이나 자료수가 많은 경우에 번도수분포표만 보고서는 례를 
들어 60점미만은 몇명인가, 80점이상은 몇명인가 하는것을 인차 
알아내기 어렵다. 

그래서 번도수의 루적을 생각할 때도 있다. 

첫째 급으로부터 어 떤 급까지 외 빈도수를 다 더한것 을 그 급의 
루적번도수라고 부르고 루적빈도수를 써 넣은 번도수분포표를 루적번도 
수분포표라고 부론다. 

한 급의 번도수를 전체 빈도수의 합으로 나눈것을 그 급의 번도 
률이라고 부르며 번도률을 적 어 놓은 표를 번도폴분포표라고 부른다. 
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ai 2. 표 4 는 중학교 5학년 학생 40명의 키를 젠 걸과를 기록 
한것이다. 이것을 가지고 급간격이 5 cm 인 번도수분포표 
와 루적번도수분포표를 만들어라.(첫째 급은 140이상, 
145미만으로 하여라.) 


표 4 


학생 

키 ( cm ) 

학생 

키 ( cm ) 

학생 

키 ( cm ) 

학생 

키 ( cm ) 

1 

161 

11 

157 

21 

174 

31 

159 

2 

153 

12 

163 

22 

163 

32 

166 

3 

168 

13 

164 

23 

150 

33 

172 

4 

156 

14 

154 

24 

158 

34 

149 

5 

163 

15 

162 

25 

160 

35 

162 

6 

154 

16 

164 

26 

153 

36 

165 

7 

164 

17 

159 

27 

163 

37 

152 

8 

163 

18 

147 

28 

158 

38 

169 

9 

155 

19 

163 

29 

144 

39 

157 

10 

156 

20 

158 

30 

165 

40 

168 


(될이) 번도수분포표와 루적번도수분포표는 다옴과 같다. 


급 

루적 빈도수 

140-145 

1 

145-150 

3 

150-155 

9 

155-160 

19 

160-165 

32 

165-170 

38 

170-175 

40 


급 

빈도수 

140-145 

1 

145-150 

2 

150-155 

6 

155-160 

10 

160-165 

13 

165-170 

6 

170-175 

2 

계 

40 


문 제 

1. 례 2에서 키가 155 cm 미만인 학생은 몇명인가? 160 cm 이상은 
몇 명 인 가? 
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2 . 례 2에서 키에 대한 번도률분포표를 만들어 라. 

3. 다옴 표는 어떤 학급 학생들외 키에 대한 급분류번도수분포표이 
다. 루적 번도수분포표, 번 도률분포표를 만들어 라. 


표 5 


급 (키 ) 

140- 

145 

150 

155 

160 

165- 

-170 

계 

번도수 (명) 

1 

3 

9 

17 

8 

2 

40 


2. 순서통계 

통계를 커지 는 차례 로 써놓은것을 순서 S 계라고 부론다. 

순서통계에서 제일 작은 값(왼쪽에 있다.)을 S 소값이라고 부 
르고 로, 제 일 큰 값을 초 I 대값(오른족에 있 다. )이 라고 부르고 
^_ 로 표시한다. 

그러 고 R = x „ 바 -을 분포범우 I 라고 부르며 가운데있는 자료 
(개수가 홀수일 때는 가운데위치에 있는 자료, 개수가 짝수일 때는 가 
운데 었는 두 자료의 합평 균)를 중우 I 값이 라고 부르고 x „ 호, 로 표시 한다. 

ai . 학과경연에서 10 명의 학생들이 얻은 점수자료는 다옴과 같다. 
28, 26, 24, 24, 25, 25, 26, 27, 29, 23 

순서 통계 는 

23 , 24 , 24, 25, 25, 26, 26, 27, 28, 29 
^min ~ 23 , = 29 , R = 6 , = 25.7 

이처럼 집단외 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 알려고 
할 때에는 이미 있는 통계자료로부터 순서통계를 만들어야 한다. 

문 제 

1 . 학생 6명의 몸질량을 재여 얻은 자료는 다옴과 같다. 

59.7, 49.5, 54.4, 63.2, 61.3, 57.1 
순서 통계 를 만들고 평 균값, 최 소값, 최 대 값, 중위값, 분포범 위 
를 구하여 라. 

2. 5명외 학생외 키 는 다옴과 같다. 

162.2, 152.1, 165.4, 171.8, 172 
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순서통계를 만들고 평균값, 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위 
를 구하여 라. 


3. S 계작성방법 


통계는 객 관적 인 대상의 록성을 연구하기 위하여 체계적 으로 
관측한 걸파를 수자로 기록한것 이 다. 그러므로 처음부터 기록을 어 
떤 형식으로 하여야 특성을 정확히 알아낼수 있겠는가 하는 문계가 
나선 다. 그러 므로 통계양식문제 와 관측대 상에 서 어 떤 대 상을 택 하 
는 문제 가 중요하다. 

수러통계학에서는 관측대상전체를 모집단이라고 부르며 거기로 
부터 직접 관측하는 대상을 표본이 라고 부른다. 표본에 들어있는 
대상의 수를 표본의 크기라고 부론다. 

표본은 객관성을 보장할수 있게 우연적으로 뽑는다. 

그러므로 표본외 개개는 우연량으로 된다. 

모집 단에서 꺼낸 표본에 대한 관측자료는 관측값과 개수를 표시 
하는 형식과 대상이 어떤 급으로 구분되여 표현되는 형식이 었다. 

관측회수가 «일 때 


r 관측값렬형식 2° 번도수분포표형식 


관측 값 

Xi 

X2 


관측 값 

번도수 

지 


X 2 

각 2 

사 


계 

n 


2> 

/=1 


3" 급분류번도수분포표형식 


급 

급중심 

번도수 

- (32 

지 


- «3 


각 2 

~^ k -\ 

사 


게 


n 
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통계는 모집 단의 특성을 알기 위헤 만들어진 자료이 다. 모집단 
외 특성값(수학적기대값과 분산)을 알기 위헤 표본을 러용한다. 

4. 통계량 

조사나 관측을 통하여 얻은 자료의 분포상태는 평균값과 분산 
에 외헤 특징지어 진다. 

1) 평균값 

자료들의 총합을 자료의 개 수로 나눈것 을 평균값이라고 부르고 
X 로 표시 한다. 족 « 개의 자료 Xj , Xg , •••, 에 대하여 


X 소 + ^2 + ■' * + 


자료가 그러 많지 않을 때에는 메 자료를 하나하나 더할수 있지 
만 많은 자료를 다를 때에는 번도수분포표형식으로 주어질수 있으므 
로 평균값으로 다옴것을 러용한다. 

자료가 번도수분포표로 다옴과 같이 주어지면 


자 료 

•^1 ^2 ^k-\ 

계 

번도수 

f\ fl fk-\ fk 

n 






( 2 ) 





자료가 급분류번 도수분포표로 주어 지 면 


급중심 

Xj X 2 ^k-l 

계 

빈도수 

f\ fl fk-l fk 

n 
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31 1 . 표 2 와 표 3 을 가지 고 평균성적 을 계산하여 비 교하여 라. 
(goD (2) 에 의헤 구하면 평 균성 적 은 

X = — (43 + 53x2 + 55 + ••• + 96 x 2 + 99 +1 OO) 

38 


(2) 에 외해 구하면 


2853 

38 


« 75,08 


도난 (45 


xl + 55x7 + 65x6 + 75x7 + 85x 


11 + 95x6) 


2850 

38 


= 75 


75 는 평 균성 적 75. 08 외 근사값이다. 

앞으로 자료가 급분류번도수분포표로 주어졌을 때는 (3) 에 의 
헤 정 해 지는 값을 평 균값으로 보고 X 로 표시한다. 

급중심 X ,.들가운데서 번도수가 비교적 크고 거의 가운데 놓인 
급의 급중심 a 를 가평균이라고 부론다. 

급간격 이 /! 라고 할 때 

= t (^! - «) = 2, k) 

h 

라고 놓으면 X 공 ■ = a + uji 이 므로 

지 /1 + 포 ifi + ••• + ^kfk + h{uj\ + ••• + uj ^) 




여 기서 一( mi/i + M2/2 + + = M 라고 하면 

n 

_ Q 

Q _ _ 

x-a-\-hu 
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M 를 계산하는것은 X 를 계산하기보다 간단하므로 이 식을 써 
서 평 균값을 구하는것 이 편리 할 때 가 많다. 


ai 2. 표 4로 주어진 자료에 대하여 평균키를 두가지 방법으로 
구하여 라. 

(MOD 공식 에 의헤 구하면 


- 6390 

X =- 

40 


= 159,75 


{a = 162.5) 


급중심 X 용 

fi 


xJi 

uj] 

142.5 

1 

-4 

142.5 

-4 

147.5 

2 

-3 

295 

-6 

152.5 

6 

-2 

915 

-12 

157.5 

10 

-1 

1 575 

-10 

162.5 

13 

0 

2 112.5 

0 

167.5 

6 

1 

1 005 

6 

172.5 

2 

2 

345 

4 

게 

40 

-7 

6 390 

-22 


가평균을 러용하면 이 표에 서 보는것 처 럼 W 외 계 산이 쉽다. 

x = 162.5 + 5 xt 팬 = 159.75 
40 

문 제 

1 . 급분류번도수분포표를 가지고 평균값을 계산할 때 급중심이 아 

니 라 매 개 급외 평 균값을 러용하면 X 는 시 초자료를 가지 고 계 
산한 평 균값과 일 치한다. 왜 그런 가? 

2. 례 1에 서 평 균성 적 을 가평 균을 써 서 구하여 라. 

3. 아래외 표에 따르는 닭알의 평 균질 량을 구하여 라. 


닭알의 질량 
( g ) 

45^ 

50^ 

55^ 

60^ 

65^ 

70-75 

계 

번도수 (알) 

6 

41 

123 

190 

111 

29 

500 
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2) 분산 

자료들의 분포상례를 알자면 분포의 범위나 평균값과 같은 분 
포의 중심위 치와 함께 그로부터 홀어진 정도를 나타내는 수값도 알 
아내 야 한다. 

자료들의 홀어 진 정도를 나타내는 수값을 분산도라고 부론다. 

매 자료에 대하여 를 ( a ： = 1, n) 외 편자라고부른다. 

해 gWI 편차외 평 균값으로 홀어 진 정 도를 나타낼수 있겠는가? 

편 차의 2계 급의 평 균값을 S 고 으로 표시 하고 분산이 라고 부론다. 족 



를 표준편자라고 부론다. 

자료가 번도수분포표로 주어지면 분산은 

S 내 n ^± n ^ 

^ /=1 i=l 

자료가 급분류번도수분포표로 주어졌을 경우에는 다음과 같이 
계산한다. 

X ,■ 톨 급중심 , / i ■ 를 번도수라고 하면 (/ = 1, 2, k ) 



표본에 외 해 정 해지는 X와 S 고 및 S 를 S 계량이라고 부론다. 
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ai 3. 두개 학급의 어 느알 수학과목성적은 다옴 표와 같다. 
어느 학급의 성적이 높은가? 



수 




급 

인원^\ 

5 

4 

3 

1 

30 

8 

11 

11 

2 

20 

6 

6 

8 


( gO [) 평균성적 


^1 - 

5 x 

8 + 4 x 11 + 3 x 11 

117 


30 ' 

'교 

^2 '' 

_ 5> 

<6+4 x 6+3 x 8 

_ 78 _ 


20 " 

' 20 ~ 


^ 3.9 


3.9 


두 학급외 평균성적은 같다. 분산을 계산하면 


X 운 -X 

_ 2 

(Xi - X) 

첫 학급 

둘째 학급 

fi 

0/ -xf f. 

fi 

(x^- -x)V. 

1.1 

1.21 

8 

9.68 

6 

7.26 

0.1 

0.01 

11 

0.11 

6 

0.06 

-0.9 

0.81 

11 

8.91 

8 

6.48 

계 


30 

18.7 

20 

13.8 


여기로부터 s ?= —= 0.623, S 2 = —= 0.69 
30 20 

평균성적은 비록 같지만 분산이 작은 1반이 2반보다 실 
력이 높다고 볼수 있다. 이것은 분산이 작을수록 성적이 
높다는것을 보여준다. 

311 4. 다음의 표는 한 파수농장에서 어떤 과일나무묘목 200그 
루외 높이를 재여 얻은 자료를 정러한것이다. 이 자료들 
의 평균값과 표준편차를 구하여라. 


급 ( cm ) 

27.5 

29.5 

31.5 

33.5 

35.5 

37.5 

39.5 

41.5 

-43.5 

계 

번도수 

(묘목수) 

3 

10 

23 

47 

49 

40 

36 

2 

200 
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(#01) 가평 균을 러용하는것이 편러하므로 a = 36.5 라고 놓고 
계산한다. 

_ J 27 

^ =~(^l/l 수^2/2 + 

n 200 


지 

fi 


uji 


(Xi-xf 

fiiXi-xf 

28.5 

3 

-4 

-12 

-7.36 

58.216 7 

174.650 7 

30.5 

10 

-3 

-30 

-5.36 

31.696 9 

316.969 

32.5 

23 

-2 

-46 

-3.36 

13.176 9 

303.068 7 

34.5 

47 

-1 

-47 

-1.36 

2.656 9 

124.874 3 

36.5 

49 

0 

0 

0.37 

0.136 9 

6.708 1 

38.5 

40 

1 

40 

2.37 

5.616 9 

224.676 

40.5 

26 

2 

52 

4.37 

19.096 9 

496.519 4 

42.5 

2 

3 

6 

6.37 

40.576 9 

81.153 8 

계 

200 





1 728.62 


x - a -\- hu - 36.5 + 2(-0.185) = 36.13( cm ) 
공식 에 의하여 표준편차몹 구하면 


s = ^^xl728.62 =V^.2.94(cm ： 


문 제 

1. 임외의 자료에 대해서나 편차외 총합은 늘 0이라는것을 밝혀라. 

2. 표 4로 주어진 자료의 표준편차를 구하여라. 

3. 표 5로 주어진 자료의 표준편차를 구하여라. 


련습문제 

1. 다옴 관측값에서 최소값, 최대값, 중위값, 분포범위를 구하여 라. 
165, 21, 19, 19.5, 17.5, 15, 15.5, 18.5, 18, 21, 20.5, 
23, 23.5 
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2 . 학생들외 키에 대한 관측값이 다옴외 표로 주어졌다. 학생들의 
평 균키 를 구하여 라. 


급간격 

인원 

150 - 155 

2 

155 -160 

13 

160 -165 

25 

165 - 170 

10 

170 -175 

5 

175 -180 

3 

180 - 185 

2 

계 

60 


3. 과목성적표가 다옴과 같을 때 평균성적과 분산을 구하여 라. 


점수 

5 

4 

3 

계 

인원 

8 

12 

5 

25 


4. 다옴 표는 학생들의 몸질 량을 정러 헤놓은 급분류번도수분포표이 다. 


급 ( kg ) 

30- 

35- 

40^ 

45^ 

50^ 

55^ 

60^65 

계 

번도수 
(명) 

1 

5 

14 

25 

22 

12 

6 

85 


1) 평 균몸질 량을 가평균을 러용하는 방법 과 러용하지 않는 방법 
으로 각각 구하고 비교하여 라. 

2) 표준편차를 구하여 라. 

5. 분산도의 하나로 또한 쓰이는것은 평균편자라고 부르는 다옴과 
같은 수값이 다. 



1) 련습문게 4에서 몸질 량에 대 한 자료의 평균편차를 구하여 라. 

2) 표준편 차와 비 교헤보아라. 

3) 평 균편차를 구하는 과정 에 러용하는 표와 표에 적 어넣는 순 
차를 어떻게 하는것이 좋겠는가를 설명하여라. 
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제 3 절. 우연랍으 I 확률분포 


1 . 2 [] K ： I 분포 

실제 문제들에서는 이러저러한 시행을 한번이 아니라 여러번 
거듭 반복할 때가 많다. 

실례로 어떤 량을 반복 측정한다든가 실험을 되풀이하는것을 
들수 있다. 

이러한 시행들의 렬을 시행렬이라고 부른다. 

시행렬 { T ,.} 에서 메 시행 외 걸과로 일어나는 사건 A ,. 들이 
서 로 득럽이 면 이 시행 렬을 득럽시행렬이라고 부론다. 

만일 사건 A ,. 들이 두가지 사건 A , A 만으로 이 루어 졌 다면 이 
독립시행 렬을 단순득럽시행렬이라고 부른다. 

ai 1. 1 ) 사격수가 3발을 단발사격하는것은 단순독립시행렬인가? 

2 ) 명중확률이 P 일 때 명중회수의 확률을 구하여라. 

(텔) I ) 1) 메 사격은 득럽적으로 진행되며 그 결파는 매 사격에 
서 명 중할 사건을 A 로 표시하면 A 이 든가 X 로만 된 
다. 따라서 사격은 단순독립시행렬이다. 

2) p ( a ) = p ， p ( X )= l - P ( A ) = l-p = q 

명중회수 0, 1, 2, 3에 대응하는 사건을 Bo , Bi ， B2 , 
B3 으로 표시하면 Bo ^ XnXnX 이므로 

P3(o)=p(bJ=p(a).p(a).p(a) 

= q • q • q = C 우 q 그 

이 고 

Bi = (AnAnX)u(XnAn 지 u(XnAnA) 

이므로 

P3(l) = P(B,) = Clp(A>[p(X)f 

이 고 
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b2 = (ah An a)u (ah a n a)u (a n ah a) 

이므로 

- [ p ( A)f • p ( a )= C ^ p^q 
이고 Bj ^AflAriA 이므로 

?3(3)= p ( B3 )= p ( a ). P ( A ). P ( A )= 

일반적으로 


n 개로 a 단순독 g 시 as 에 A [ 사건 A 가 m 

번 나 E [날 

확뿔을 P „( m ) 이라고 oH 



P „( m ) = C ： pV ""(«= 0 , 1 , 

n ) 

여기시 P 는 DII 시행에서 

A 가 나 Ef 날 확뿔, 

q 는 Dl( 시 

a 에시 A 가 나확뿔(다= 

i-p)o[ri. 



우외 식에서 P „( m ) 은 2 마디식 (px + q)" 외 견개식에서 접 
수로 된 다. 

그러 므로 매 m 외 값에 접 수로 되 는 확률 P„(m) 이 대 응되 
였 다고 말할수 있 다. 이러한 의미에서 P „( m } (w = 0, 1, •••, n ) 
을 2Dfl ： l 분포라 고 부른다. 

ai 2. 자동화된 생산공정에서 생산되여나오는 게품들에 대하여 
매 시 간마다 100 개 씩 선택하여 검 사를 한다고 하자. 정 
상적인 조건밑에서 불합격품이 나을 확률은 0.005 라고 
한다. 이때 불합격품이 5 개 이상 나을 확률을 구하여라. 
(SOI) 제품을 하나씩 검사하는것은 단순독럽시행 렬 이라고 할수 
있 으므로 불합격 품외 개 수 * 의 확률은 2 마디분포에 따른 
다. 따라서 불합격품이 A ： 개 나을 확률은 다옴과 같다. 
Pioo W = CfooO.005 소 (1 - 0.005) 떼나 

불합격 품이 5 개 이상 나오는 사건을 A 라면 A 는 불합격 
품이 4 개 이하인 사건 이 다. 따라서 

p(a)= ^ Cfoo0.005^(1 - 0.005 )'°° 나 « 0.9947 
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따라서 


p ( a )« 1-0.9947 = 0.0053 

이것은 1 000번 검사하였을 때 불합격품이 5개이상 나타 
나는 사건은 5번정 도 일 어 난다는것 을 보여준다. 즉 정 상 
상태에서는 거의 일어나지 않는다는것이다. 


문 제 

1. 주사위 를 던질 때 웃면에 6외 눈이 나타날 확률은 一 이 다. 10번 

6 

던질 때 6의 눈이 나타나는 회수가 7일 확률을 구하여라. 

2 . 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원관을 계속 던질 때 검은 
색이 계속 나타날 확률이 0.01 보다 작게 하기 위해서는 원관 
을 적 어도 몇번 던져 야 하는가? (： p =0.5, lg 2 = 0.301) 

3. «에 » 또는 «아니 ) 라고 대 답할 6개외 문게에 대 하여 되는대로 
«예 » 또는 «아니»라고 대 답하였을 때 다옴것을 구하여 라. 

1) 두 문게만 옳게 대 답하였을 확률 

2) 3문게이 상 옳게 대 답하였 을 확률 

4. 2등품이 10% 들어있는 게 품상자에서 아무렇 게 나 4개 의 제 품을 
꺼낼 때 그속에 들어있는 2등품외 개수의 확률을 구하여 라. 

5. 2마디 분포를 러용하여 울놀이 에 서 « 도 », «개 », « 걸 », « 중 », 
«모» 가 나타날 확률을 구하여라. 

실험 에 외하면 2마디분포에서 «이 충분히 들 때 P „( m ) 은 m 
외 변화에 따라 증가하다가 감소한다. 

이때 P „( m ) 이 최대로 되는 m 을 구하는 문제는 흥미가 었다. 

p„(m + l ) _ C ； 수 y 나"니 _ n-m p 

p » - C ： pV 새 ~ m + \\ 

이므로 P„(m + l )< P „( m ) 이기 위 해서 는 

n-m P 생 

-<1 

m +1 q 
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: X 


(/7 + l)p<m + l 

로 될것이 필요하고 층분하다. 

그러므로 mo =[(« + l ) p ] (여기서 [] 는 옹근수부를 표시한다.) 
라고 하면 다옴 사실 이 성 립한다. 
r («+ i ) p 가 용근수일 때에는 

p« (0) < p« 0) < - < p„ Oo -1) = p„ > p« 궁 0+ 1) > • • • > p„ («) 

2° (« + l)p 가 용근수가 아닐 때 에는 

P „ (0) < P „(1)< •■- < p „ (mo - l )< p „ K )> p „( mo + l )>> P „ ( n ) 
사실 (« + l)p 가 옹근수이면 Wo=(n + l)p 이 므로 Wo<w + l 에 
서 Wq —m + 1 또는 mg = m 이 다. 

그러 므로 m — mg - 1 , m = 이 므로 
P „( mo - l )^ P „( m ) 

(« + l)p 가 옹근수가 아니면 Wo<(n + l)p 이므로 이다. 

따라서 (n + l)p 가 옹근수일 때에는 사건 A 가 -1 또는 번 
출현 할 가능성이 제일 크고 (n + l)p 가 옹근수가 아닐 때에는 Mg 
번 출현할 가능성 이 게 일 크다. 

241 3. 가령 포가 8문 있다고 하자. 가동확률이 98%일 때 몇문 
외 예 비포를 가져 야 하는가? 

(#0[) 이 문제를 풀자면 가동하지 못할 가능성이 계일 큰 경우 
를 생각하여야 한다. 가동하지 못할 사건을 A 라고 하면 
A 의 확률은 2 % 즉 0.02 이다. 따라서 
(n + l)p = (8 + 1)x0.02 = 0.18 

이므로 [0.18] = 0 

이 로부터 예 비 포가 필요없다는 결론이 얻어 진다. 

만일 이러한 포가 100 문이 있다면 

(« + l)p = (100+ 1)x0.02 = 2.02 

이므로 예비포는 2 문이 었어야 한다. 
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문 제 


1 . 20대외 데스가 있다. 매 데스의 년평균 가동하지 못할 확률은 
0.05 이다. 몇대외 예비대수를 가져야 데스를 만가동할수 있겠 
는가? 

2. 100대의 기대가 있다. 메 기대외 가동확률이 0.98 이다. 기대의 
만가동을 보장하려면 몇대의 예 비기대를 가져 야 하는가? 

3. 11명의 측구선수로 구성된 측구림에서 선수외 출석률이 0.98 이 
다. 후보선수가 몇명 이 있어 야 하는가? 

2 . 우연량의 확폴분포와 특성값 

2마디 분포에서 m 이 W = 0, 1, 에 따라 변하면 OT 의 메 
값에 는 확률 ?„(»^) 이 대 응한다. 이 와 같이 m 과 같은 변량에 확률 
이 대 응될 때 그 변량을 우연량이라고 부르고 우연량에 확률을 대 
응시 켜 놓은것 을 확폴분포라고 부른다. 

2마디분포는 확률분포의 한 실례 로 된다. 

일반적 으로 우연량 X 가 뀌 할수 있는 값이 Xi ， X 2, •••, 이 
고 이 에 대 응하는 확률이 pi ， P 2, p „ 일 때 X 의 확률분포는 표 


X 


^2 



P 

Pi 

Pi 


Pn 


로 표시할수 있다. 확률분포에서 확률들의 총합은 늘 1이 다. 

그것은 우연량이 잡을수 있는 모든 값에 대하여 그 값에 대응 
하는 사건들이 모두 배반사건들이고 그것들의 합사건은 확실한 사 
건 이 기 때 문이 다. 

311 1. 주사위를 두번 던질 때 웃면이 나타나는 눈의 수의 합 X 
외 확률분포를 구하여 라. 

( SOI ) 주사위를 두번 던질 때 요소사건수는 36이다. 메 사건들을 
(/, /) 로 표시하자• (여기서 i 는 첫번째 나온 눈의 수이 고 j 
는 두번째 나온 눈의 수이 다.) 


134 




i =2 인 사건 (1,1) 
/=3인 사건 (1,2), 
；=4인 사건 (1,3), 
;=5인 사건 (1,4), 
;=6인 사건 (1,5), 
;=7인 사건 (1,6), 
i =8 인 사건 (2,6), 
i =9 인 사건 (3,6), 
/=10인 사건 (4,6), 
/=11인 사건 (5,6), 
/=12인 사건 (6,6) 
그러므로 주사위를 두번 I 


( 2 , 1 ) 

(2.2) , (3,1) 

(2.3) , (3,2), (4,1) 

(2.4) , (3,3), (4,2), 

(2.5) , (3,4), (4,3), 

(3.5) , (4,4), (5,3), 

(4.5) , (5,4), (6,3) 

(5.5) , (6,4) 

(6.5) 

i 질 때 X 의 확률분포는 


(5.1) 

(5.2) , (6,1) 

( 6 . 2 ) 


다옴과 같다. 



2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

p ( x ) 

1 

1 

1 

1 

5 

1 

5 

1 

1 

1 

1 

35 

18 

12 

9 

36 

6 

36 

9 

12 

18 

36 


우연량의 확률분포를 알고있으면 그 우연량외 특성을 완전히 
파악할수 있다. 

그러나 어떤 경우에는 우연량의 개별적인 특성들만 알아도 될 
때 가 많다. 우연 량의 개 벌 적 인 특성가운데 서 가장 중요한것 이 기 대 
값과 편차이다. 


우연량 X 가 잡을수 았는 71능한 gX 들을 이라 

고 하고 그에 대 S 하는 확불을 각각 pi ， P 2, p „ 이라고 할 [[[| 

E, =^iPi+^2P2 + + 

a 우연량 X 의 수학적기 대값 또는 기 대값이라고 부 sa . 


수학적기대값은 우연량이 잡는 값들의 확률적인 평균값이라고 
볼수 있으며 우연량의 확률분포에서 중심을 표시하는 특성 량이 다. 
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311 2. 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈외 개수들의 
합외 수학적기대값을 구하여 라. 

(SOD 례 1외 표를 러용하면 


E =2• —— + 3• — + 4• —— + 5 -- + 6 - — + 1 ■- + 


수유수 오오 


이것은 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈외 
개수의 합이 7일 때가 가장 많다는것 이 다. 


311 3. 한가지 부속품을 생산하는 두 기대의 생산량가운데서 생 
기 는 3등품의 개 수 X 의 확률분포는 각각 다옴과 같다. 



이 두대의 생산량이 같다면 어느 기대가 더 좋은가? 

( M ) I ) 두 기대의 생산량이 같으므로 3등품외 개수가 더 적은 
기대가 좋은 기대라고 평가할수 있다. 

두 기대가 내는 3등품개수외 수학적기대값을 구하면 
E = 0 X 0.4 + 1 X 0.3 + 2 X 0.2 + 3 X 0.1 = 1 

= 0 x 0.3 + lx 0.5 + 2 x 0.2 + 3 x 0 = 0.9 

Ex, > 

따라서 둘째 기대가 첫째 기대보다 더 좋다. 


136 


31 4. 2마디 분포에 따르는 우연 량의 수학적기 대 값을 구하여 라. 
( SOI ) X 가 2마디 분포에 따르는 우연량이 면 





W-cycT 소 ( 소 - 0, 1, •••,«) 

그러므로 그의 기대값은 


E. =1 ； kctAr 노 = X 


k-nl 


k = 0 




■npX ctiV-V 


p q 


\n-l 


■■ np 


k=l 


례 를 들면 명 중확률이 0.95 인 총으로 100발 사격할 때 
95발정도는 명중할것 이 라고 짐작할수 있다. 


문 제 


1 . 다옴 수렬 가운데 서 우연 량 X 의 확률분포로 될 수 없 는것 은 어 느 
것인가? 


1 ) 0 , 


r 0, 0, - 


3) P , 1 -p , P (p O ) 


2) 0.1, 0.2, 0.3 



2 . 어떤 공장외 한 작업반에서 생산된 제품가운데서 1 등품이 85%, 
2등품이 10%, 3등품이 5% 있고 개당 1등품의 값은 100원, 2등 
품의 값은 90원, 3등품외 값은 85원이다. 이 작업반에서 하루 
평 균생 산량이 1 000개 이라면 메 일 작업 에 착수하기 전에 이 작 
업반에 서 는 얼 마만한 수입 을 기 대할수 있는가? 

3. 명 중확률이 0.95 로 평 가된 사격 수가 3번 사격할 때 목표관에 
명 중한 회 수 X 외 확률분포와 수학적 기 대값을 구하여 라. 

4. 원둘레모양의 고리 를 던져 말뚝에 거 는 ■놀이 를 할 때 한개 걸 
릴 때마다 1점씩 받는다고 하자. 10개 던저서 8점정도 받는 학 
생이 4개외 고려를 던질 때 얻을수 있는 점수의 확률분포와 기 
대 값을 구하여 라. 
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우면량 X 의 수학적? ICII 값을 m 01 라고 할 [[[| 

(•^1 +(x2 -e J 고 P 2 + ••• + (x„ - eJ 고 

을 우연량 X 의 분산 또는 2 제급편X유라고 부로 H a"(x) 로 표시 
한 a 족 

= X (자- Ej"Pi 

k=l 

그리고 

배니 i ( 자 - EjPi 

V k=l 

볼 표준편차라고 부 S 다. 


수학적기 대 값 가 분포의 중심 을 나타낸 다면 2게 곱편 차 
cr 고 ( x ) 와 표준편 차 a ( x ) 는 중심 으로부터 홀어 진 정 도(분산) 를 나타 
내 는 량이 다. 

우연량외 수학적기 대값, 2제 곱편 차, 표준편 차를 우연량 
의 족성값이라고 부른다. 


ai 5. 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈수들의 합의 
표준편차를 구하여라. 

(플0[) 례 2에 서 본바와 같이 수학적기 대값은 E ^ = 7 이 다. 
따라서 


좌 ) (2-7^ , (3-7)^ , {4-if ^ {5-if ^ 


36 


18 


12 


(6-7)^—^ 

36 


(7-7)^ 


9 

.( B -7) 고 4, 


I (9-7)^ , (10-7^ , (11-7 ) 고 , {12-if 
9 12 18 36 


f 25 

16 

9 

4 


1 36 

18 

12 

9 

seJ 


C7(x) = J 루 « 2.415 
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31 6. 한 학생의 성적표가 다옴과 같다. 


파목 

국어 

수학 

외국어 

물러 

성적 

5 

4 

4 

3 


이때 성적평 가를 위하여 시 험성적을 우연량으로 보고 특 
성값을 구하여 라. 

( SOI ) 확률분포는 


X 

5 

4 

4 

3 

P 

1 

1 

1 

1 

4 

4 

4 

4 


평 균성 적 은 수학적 기 대 값으로 평 가된 다. 

w = 5-- + 4-- + 4-- + 3 •-= 4 
4 4 4 4 

2게급편차와 표준편차를 구하면 


a\x) = {5-4f~ + {4-4f~+{4-4f~ + {3-4f 



ct(x) = ^ 

따라서 평 균성 적 은 우등이지 만 편 차가 있 으므로 학생외 
성적은 우등으로 평가할수 없다. 


문 제 

1. 명 중확률이 0.9 인 총으로 총란 5발을 가지 고 사격할 때 목표관 
에 명 중한 회 수 X 외 수학적 기 대값과 표준편 차를 구하여 라. 

2 . 2마디 분포에 따르는 우연 량의 표준편차가 = 임 을 밝혀 라. 
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3. S 규분포 


주사위 를 번 던져 서 1외 눈이 ^ 번 나을 확률은 



에 외하여 구할수 있다. 

오른쪽표는 « = 10 일 때 1외 눈이 
나올 회수 X 외 확률분포이다. 마찬가지 
로 « = 30 , 50 일 때에도 그 확률분포를 
구할수 있다. 이것을 그라프로 표시하면 
그럼 5-2 와 같다. 

그림 에 서 보는것 처 럼 «의 값이 커 짐 
에 따라 그라프외 모양은 점차적으로 대 
청 으로 되 여간다. 

일 반적 으로 우연 량 X 가 2마디분포 
에 따를 때 «값이 커짐에 따라 그 확률 
분포의 그라프는 대청인 곡선에 가까와 
간다는것 이 알려 져 있다.(그림 5-3) 


k 

Pio ( k ) 

0 

0.161 5 

1 

0.323 0 

2 

0.290 7 

3 

0.155 0 

4 

0.054 3 

5 

0.013 0 

6 

0.002 2 

7 

0.000 2 

8 

0.000 0 

9 


10 





이와 같은 곡선에 따르는 우연량 X 의 확률분포를 정규분포, 그 
곡선을 S 규분포 곡선이라고 부론다. 
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자연현상과 기술에서 만나게 되는 대부분외 우연량들은 정규분 
포에 따른다. 

례를 들면 같은 종류의 생물체들의 이러저러한 기관들외 크기 
라든가 같은 나이외 사람들의 키 , 발외 길이 그러고 여 러가지 물러 
적 량들의 측정값들, 브라운운동하는 럽자외 자러표성분 등 수많은 
량들은 정규분포에 따른다. 

우연량 X 의 평균값이 OT 이고 표준편차가 0 ■인 정규분포곡선은 
다옴과 같은 성질을 가진다. 

1° 곡선은 X = OT 에 관하여 대 청 이 다. 

2° 곡선은 X = OT 일 때 최대값을 가지며 X 가 OT 에서 멀어저감에 
따라 곡선은 X 측에 가까와간다. 

3° 곡선과 X 측사이외 부분면적은 1이다. 

평 균값이 m , 분산이 CT 고 인 정 규분포를 N ( m , 0 ■고) 으로 표시 한다. 
우연량 X 가 정규분포 N ^ m , CT 자에 따를 때 다옴 사실 이 성 럽 한다. 

우연량 X 가 정규■분포 N ( m , C 7 자에 [[» [대 
P(m - o -< x<m + o -) = 0.683 
P(m - 2 a < X < m + 2 a ) - 0,954 
P(w -3 c 7 < X < m + 3 a ) = 0.997 


여기서 0.683, 0.954, 0.997 을 믿읍확률, { m - o \ m + a ) , 

(m - 2(7, m - hlc ) , (m - 3 c 7, m + 3 cj ) 를 대 응하는 믿몸구간, 68.3, 
95.4, 99. 7을 믿읍도라고 부론다. (그림 5-4) 



그림 5-4 
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311 1 . 어느 한 중학교 6학년 남학생들의 키는 기대값이 163 cm , 
표준편차가 3 cm 인 정규분포에 따른다고 한다. 이 학생 
들외 키는 어떤 범위에 든다고 말할수 있는가? 

(SO I ) ot = 163 ( cm ), cr = 3( cin ) 이므로 

w -3 c 7 = 163-3-3 = 154 ( cm ) 
m + 3 c 7 = 163 + 3-3 = 172 ( cm ) 이 므로 
이 학생 들외 키 는 99. 7%가 154~172 cm 라는것 을 알수 
있 다. 

ai 2. 불합격품이 나올 확률이 0.05 인 기대에서 생산한 게품을 
1 000개 검사할 때 70개이상의 불합격품이 나을 확률을 
구하여 라. 

(SOD 게품검사에서 불합격품의 개수를 X 라고 하면 X 는 2마디 
분포에 따른다. 

« = 1000 , p = 0.05 이 므로 
m-np = 1000 x 0.05 = 50 (개) 

£7 = -yjnpq = VlOOOx 0.05 x 0.995 » 7 (개 ) 

그런데 시 행회 수 « = 1000 은 충분히 큰 값이므로 우연량 
X 는 정규분포 ( so , 7사에 따른다고 볼수 있다. 
m + 3 c 7 = 50 + 3 x 7 = 71 

따라서 

p(x > 70) = p(x > W + 3(7) « i • (l - 0.997) = 0.0015 

이것은 1 000 개에서 70개이상의 불합격품이 나오는 사 
건은 거 의 일 어 나지 않는다는것 을 보여준다. 


문 제 

1. 우연량 X 가 정규분포 n ( i 20, 7사에 따를 때 다옴 확률을 구하여 라. 

1) P (99< x <14 l ) 2) P ( x >106) 

2 . 어 느 한 중학교 6학년 녀학생 들의 키 는 기 대값이 156 cm 이 고 표 
준편 차가 3 cm 인 정 규분포에 따른다고 한다. 이 때 이 녀학생 들 
의 68. 3%가 속하는 키 의 범위 름 구하여 라. 
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3. 주사위를 7 200번 던질 때 웃면에 1 외 눈이 1 000번이상 나을 확 
률을 구하여 라. 

런습 문제 

1 . 토끼가 새끼를 낳을 때 암컷과 수컷을 낳을 확률이 각각 0.5 라 
고 할 때 다옴것 을 구하여 라. 

1) 8마리의 새끼가운데 암컷이 3마러일 확률 

2) 8마리 외 새 꺼 토꺼가운에 4마러이 상이 수컷 이 아닐 확률 

2. 명중확률이 0.8 인 사격을 «번 진행하였을 때 적어도 «-1번 명 
중할 확률이 0.92 보다 작게 되는 가장 작은 «을 구하여 라. 

3. 100개 의 게품이 들어있는 상자에 10개의 특제품이 섞여 었다. 
상자에 서 임 외 로 5개의 게품을 꺼내 였을 때 거기에 들어있는 특 
게품의 개수 X 의 확률분포와 수학적 기 대값을 구하여 라. 

4. 앞뒤 가 구별되는 5개의 원관을 동시 에 던질 때 앞면이 나타나는 
개 수를 X 라고 할 때 다옴것 을 구하여 라. 

1) X 외 확률분포 

2) X 외 수학적기 대값파 표준편 차 

5. 남학생 5명 , 녀 학생 3명 이 있 는 분조에 서 2명 외 대 표를 선 
출할 때 선출되는 남학생수를 X 라고 할 때 x 외 확률분포, 
수학적 기 대 값파 표준편 차를 구하여 라. 

복습문제 

1. 수자 1, 1, 2, 2, 3을 가지 고 만든 세 자러수들외 모임에서 아 
무렇 게 나 한개를 선줄하였을 때 그 수가 200보다 크고 300보다 
작은 수일 확률을 구하여 라. 

2. 100개까지외 자연수들가운데서 임의로 선택한 수가 7로 완제될 
확률을 구하여 라. 

3. 100개외 제품가운데 불합격품이 5개 있다. 여기서 아무렇게나 5 
개 잡았을 때 

1) 불합격품이 하나도 없을 확률을 구하여라. 

2) 적어도 한개외 불합격품을 포함하는 경우의 확률을 구하여라. 
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4. 10 명의 사람이 0부터 9까지의 수자를 각각 한개씩 쓸 때 10명 
이 다 다른 수자를 # 확률을 구하여 라. 

5. 승강기가 7명의 사람을 태우고 10개의 층에 몇는다. 같은 층 
에 서 2명 이상 내 러지 않을 확률을 구하여 라. 

6. 12명 의 남학생 과 8명외 녀학생 이 있 다. 20명외 학생가운데 서 
6명 을 선수로 뽑으러 고 한다. 이 때 남학생 4명 , 녀학생 2명 이 
뽑낄 확률을 구하여 라. 

7. 수자 1을 쓴 카드가 5메, 3을 쓴 카드가 3매 , 5를 쓴 카드가 2매 
었다. 임외로 3메외 카드를 잡을 때 

1) 적어도 두매의 카드에 쓴 수자가 같을 확률을 구하여라. 

2) 3매의 카드에 쓴 수자외 합이 7로 될 사건의 확률을 구하여 라. 

8. 자동보총사격에서 10점에 맞힐 확률은 0.7, 9점에 맞힐 확률은 

0.3 이 다. 3발 사격하여 29점 이 상 맞힐 확률을 구하여 라. 

9. 길이 가 10인 버트렬(수자 0 또는 1로 이루어진 10자러수자렬) 
을 우연적 으로 발생 시킨다. 다옴의 경 우에 비 트렬 이 0을 포함하 
지 않을 확률을 구하여 라. 

1) 비 트 0과 비 트 1외 발생확률 이 같을 때 

2) 비 트 1외 발생확률이 0.6 일 때 

10. 길이가 4인 비트렬을 임의로 선택할 때 첫 비트가 1이라는 
조건에서 비트렬에 적 어도 2개의 0이 련이 어있을 확률은 얼 
마인가? 

11. 매 시행에서 사건 A 가 일어날 확률이 0.2 이 다. 시행을 사 
건 A 가 나타날 때까지 진행 한다고 할 때 4번째만에 사건 A 
가 나타날 확률을 구하여 라. 

12. 5개 외 흰공과 5개 의 검 은공이 들어 있는 통에 서 임 외 로 공을 1 

개썩 5번 꺼내는메 매번 꺼냈던 공을 다시 넣는다. 

1) 환공을 3번 꺼 낼 확률을 구하여 라. 

2) 적어도 한번 흰공을 꺼낼 확률을 구하여라. 

13. 주사위 를 60번 던질 때 웃면 에 1의 눈이 나오는 회 수 X 외 기 
대 값파 표준편차를 구하여 라. 

14. 통안에 흰공이 7개 , 붉은공이 3개 들어있다. 여 기서 꺼 낸 공은 
다시 통에 넣지 않으면서 통에서 아무렇게나 공을 하나썩 꺼내는 
데 붉은공이 나오면 그만 둔다고 한다. 꺼 낸 흰공외 개 수 ; C 외 
기 대값과 그의 표준편 차를 구하여 라. 
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15 . 어느 중학교 500명 학생들의 키는 평균값이 163.4 cm , 표준편 
차가 5. 6 cm 인 정 규분포에 따른다. 다옴외 키 를 가진 학생 은 
전체의 몇%인가? 

1) 152. 2 cm<=>l 174.6 cm*l ^1- 

2) 157. 8 cm 이 상 169 cm 이 하 

3) 174. 6 cm 이 상 

4) 146. 6 cm 이 상 

16. 한번외 시행에서 나타날 확률이 0.5 인 사건 A 가 1 000 
번의 독립시 행 에서 400-600 번 나타날 확률이 0.97 보다 크 
다고 할수 있는가? 

17. 다옴 표는 어느 학급의 학생 40명에 대한 몸질량의 급분류번도 
수분포표이 다. 


몸질 량 ( kg ) 

45^50 

50^55 

55^60 

60^65 

65-70 

계 

번도수 (명) 

5 

10 

14 

8 

3 

40 


몸질 량의 평 균값과 표준편차를 구하여 라. 

18. 모집단이 다옴과 같은 분포에 따를 때 크기 100인 임의외 표 
본평균은 어떤 분포에 따른다고 볼수 있는가? 

1) 모집 단은 « = 1 000 , P = 0.2 인 2마디 분포에 따른다. 

2) 모집단은 정규분포 n (50, 10자에 따른다. 
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복습문제의 답 


제1 장 

1. 60가지 2. 5 040가지 , 1 440가지 , 3. 1 680개 4. 720개 5. 

«(»-4)(»-5) 개 g 간개 ^ 2 400가지 8. 1) 4 200가지 2) 
6 

39375 

1 680가지 9. 24가지 13. 14. 


제 2장 


1. 1) j = ^x + 3 2) y = -3x + 5 3) y--x-2 4) 

3 x + 7 j + 6 = 0 2. 1) (0, 2), 방향접수 1 2) (0, -|), 방향접수 | 
3) (0, 3), 방향접수 0 4) 사엄점 없다. 방향접수 00 3. 1) 


3기 X + - 2) 3) 3^=3. 5 4) x = -- 5. j 이-5 , 


, „ 2 4 3 19 

y = —X + 1 6. y = — X H — , y = — x - 

3 3 2 2 


^=6" 수 3 


는-2 9. - = - 10. xW =13 11. 1) 중심이 (0, 2) 이고 

반경이 2인 원둘레 2) 중심이 (1, -2) 이고 반경이 5인 원둘레 12. 1) 


4) b 나 


제 3 장 

1. 1) 2 2) 0 2. 1) - 2) - 3. 1) 6 2) 1 3) 2 4) -- 4. 1) 
2 3 2 

4 2) -3 3) — 4) 0 5. 1) = 6 x ^ -3 2) = 2 x + l 3) 

m 

s ' = 3 t^-t + 2 6. 1) /(5) = -40/ + 65^-85 2) s '= 40 t ^+ Ut ^- 20 t 
7. y = - x -2 8. 1) yXa ) = 3 a ^ -Ua 2) x = 0 , x = 4 9. 1) 
(- 00 , 1 ) 에서 감소, ( 1 , + 00 ) 에서 증가 2 ) ( 1 , 3 ) 에서 감소, 
(-CO, 1) U (3, +oo) 에서 증가 10. 1) 곡대값 7(1) = 3 , 곡소값 
y ( 3 ) = -l 2) 곡대값 X -2) = -4, 곡소값 7(0) = 0 
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제 4 장 

1. 1) 2 2) 부 3) 8 4) i 2. 르 3. 1) | 2) 

0 S b d 2 

3) 4 4. — 6. 1) —ax^ +c 2) —+ c 3) ——— —x^ -—x + c 4) 

6 5 2 3 12 2 2 

-2x^ + —-2x + c 5) — — — + c 7. 10— 8. n: pa^ 9. 7t 
2 4 3 


제 5 장 

1 . 슴 2 . 옮 3. 1) 약 0.77 2) 약 0.23 4. 0.000 36 5. 0.060 


/ . \10 

48 6. 리 ^ 0.358 7. 1) 0.75 2) 0.291(6) 8. 0.784 9. 1) - 

12 j 

2) 0.6'" 10. — 11. 0.1024 12. 1) — 2) — 13. ^ 14. — , 

16 16 32 3 6 

1.37 15. 1) 95.4% 2) 68.3% 3) 2.3% 4) 99.85% 16. 말할수 었다 • 

17. 56.75, 5.54 
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